
 
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL 

INSTITUTO DE FÍSICA 
 
 
 
 
 
 

Modelo de animóides aplicado à 

segregação celular 
 
 
 
 
 

Julio Monti Belmonte 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dissertação realizada sob orientação do professor 

Dr. Gilberto L. Thomas (IF-UFRGS) e apresentado 

ao Instituto de Física da UFRGS em preenchimento 

parcial dos requisitos para a obtenção do título de 

Mestre em Física. 

 

 

 

 

Porto Alegre 

Abril de 2007.



 ii

 

 

 

Agradecimentos 
 

 

 Aos meus orientadores (Rita, Gilberto e Leonardo) por terem acreditado em mim; 

 

 À minha família por sempre me incentivar aos estudos; 

 

 Ao biólogo, médico (e físico por osmose) Mauro Castro pelas valiosas informações sobre 

células e tecidos; 

 

 Ao professor Dr. Hugues Chaté pelas críticas e sugestões (que eu nem sempre segui); 

 

 Ao meu tio Rozendo Risk Atik por me ensinar o francês necessário para eu poder ler a 

tese de doutorado que inspirou este trabalho; 

 

 Ao meu primo Valdir Rossi Belmonte Filho, por ter salvado boa parte do meu trabalho 

quando meu HD pifou; 

 

 À minha namorada pela paciência; 

 

 A todos aqueles que, direta ou indiretamente, me ajudaram nesse empreendimento; 

 

 A Deus, por ter tornado tudo isso possível. 



 iii

 

 

 

Resumo 
 

 

 Este trabalho apresenta uma generalização do modelo mínimo de movimento coletivo de 

Vicsek-Gregoire adaptado para a descrição da dinâmica celular de organismos pluricelulares de 

dois tipos de tecidos, como encontrado na Hydra Vulgaris. 

 O trabalho se divide em duas partes. Na primeira é feita uma revisão histórica dos 

experimentos biológicos sobre o assunto assim como dos principais modelos matemáticos usados 

para descrever o problema. Ao final é apresentado o novo modelo mínimo de movimento coletivo 

(modelo de animóides) que será usado no restante da dissertação. 

Na segunda parte é feita uma exploração dos aspectos do modelo. Primeiro é construído 

um diagrama de fases para uma população homogênea de animóides (partículas), na qual se 

encontrou quatro fases distintas: gasosa, líquida, sólida e a de movimento coletivo. Também foi 

feito um estudo mais detalhado da difusão interna dos animóides dentro de um agregado, 

incluindo casos heterogêneos, onde se encontrou a existência de uma aparente superdifusão, 

assim como tempos de confinamento, para certos conjuntos de parâmetros.  

Finalmente ao final da segunda parte o modelo foi aplicado à simulação da segregação 

celular a partir de dois tecidos misturados. Além de se obter resultados que concordam 

perfeitamente com a principal hipótese biológica sobre o fenômeno, também foi estudado o papel 

que o movimento coletivo das células desempenha na segregação dos tecidos. 
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Abstract 
 

 

 This work presents a generalization of the minimal collective movement model of Vicsek-

Gregoire adapted for the description of the dynamics of multi-cellular organisms with two kinds of 

tissues, like Hydra Vulgaris. 

 This work is composed of two main parts. In the first one an historical review is made 

about the biological experiments concerning the subject and also about the main mathematical 

models used for de description of the problem. At the end a new minimal collective movement 

model (boids model), which will be used in the rest of this dissertation, is presented. 

 In the second part the model is explored in a more systematically way. First a phase 

diagram is build for an homogeneous population of boids (particles) where is found the existence 

of four distinct phases: gas, liquid, solid and also the collective movement phase. A study of the 

internal diffusion of boids inside a cluster is also made for both homogeneous and heterogeneous 

cases. An apparent super-diffusion, as also a trap time, is founded for certain sets of parameters. 

 Finally, at the end of the second part the model is used for the simulation of the tissue 

segregation phenomena. The results obtained are in perfect agreement with the main biological 

hypothesis, and a study of the role of the collective movement in the segregation dynamics is also 

made. 
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Introdução 
 

 

Este trabalho de mestrado tem a peculiaridade de abordar um assunto das ciências 

biológicas desde o ponto de vista da física teórica. Este tipo de estudo, embora pouco ortodoxo, 

vem se tornando cada vez mais freqüente entre os físicos nos últimos anos. Verdade seja dita, a 

divisão das ciências como vemos hoje nas universidades (que chegam a ter um prédio para cada 

departamento) é um fenômeno recente dos últimos séculos. Antigamente os cientistas, ou 

filósofos naturais, se ocupavam de um vasto leque de assuntos, desde astronomia até a biologia 

(passando, é verdade, por alguns assuntos que hoje não se considerariam muito científicos). Com 

o avanço das investigações e o acúmulo cada vez maior de conhecimento a separação das ciências 

em áreas distintas acabou sendo inevitável, principalmente quando surgiram os primeiros centros 

de ensino sistemáticos (as universidades) no fim da idade média. Desde então a separação das 

ciências em departamentos foi cada vez se tornando mais profunda, ao ponto de dois cientistas de 

áreas diferentes não se entenderem mais. 

 Porém, no último século houve uma reaproximação entre as diferentes áreas da ciência, 

principalmente da parte dos físicos, que cada vez mais se dedicam a assuntos que antes eram 

exclusivos da biologia e bioquímica. Um dos exemplos mais famosos disso é o livro “O que é 

vida?”, escrito pelo físico de partículas Erwin Schrödinger em 1944 [1]. Apesar do que o título 

pode sugerir, o livro tem abordagem mais voltada à química do que à biologia, no sentido de que o 

autor estava mais preocupado com a composição química dos genes e sua estabilidade, que só 

poderia ser explicada a partir da mecânica quântica.  

Uma abordagem mais emergente foi dada no início daquele século por D'Arcy Wentworth 

Thompson que em 1917 publicou o livro “On growth and form” [2]. Nele o autor relata milhares 

de correlações entre formas biológicas e fenômenos mecânicos que até o momento, segundo as 

próprias palavras do autor, era ignorada pelos biólogos de sua época que estavam mais 

preocupados com a teoria da evolução.  

Umas das primeiras tentativas de explicação dessas formas biológicas foi dada pelo 

matemático Alan Turing que dedicou os dois últimos anos de sua vida ao assunto. Em 1952 ele 

publicou um artigo [3] em que propunha equações de reação-difusão entre dois reagentes 
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químicos para modelar vários padrões biológicos. A relevância de seu trabalho consiste em 

demonstrar como formas biológicas complexas podem nascer de mecanismos aparentemente 

simples. Uma confirmação experimental desta hipótese foi dada em 2006 por um grupo de 

biólogos do Instituto Max Planck [4].  

Paralelamente a tudo isso houve o nascimento da biologia molecular na década de 30 e o 

rápido desenvolvimento da bioquímica, possibilitado pelos avanços técnicos da metade do século 

XX como a cromatografia, a ressonância magnética e a microscopia eletrônica. Como resultado, 

foi desvendado o funcionamento de inúmeros mecanismos internos da célula em nível molecular, 

desde a composição do DNA até síntese de proteínas.  

Porém esse rápido avanço está chegando a um limite no qual se compreende o 

funcionamento de milhares de moléculas, ou grupos de moléculas, presentes nas células, mas não 

se sabe ao certo como essa infinidade de mecanismos microscópios funcionam em conjunto e 

como isso pode dar espaço ao aparecimento de uma ordem macroscópica. Em outras palavras, a 

biologia celular está se tornando um complexo problema de engenharia.  

Tendo em vista que a explicação de um fenômeno nem sempre está na soma da descrição 

individual do funcionamento de suas partes, na última metade do século XX surgiram várias 

hipóteses que procuram dar uma visão geral de alguns problemas da biologia celular e do 

comportamento desses tecidos. Muitas vezes estas hipóteses são muito parecidas, diferenciando-

se apenas em alguns pontos muito sutis que dificultam a elaboração de um experimento in vitro 

capaz de decidir entre elas. É nessa brecha que um físico1 pode entrar na discussão com a 

elaboração de um modelo matemático que seja capaz de reproduzir o problema biológico e testar 

as várias hipóteses em jogo. 

Este trabalho de mestrado está situado em uma dessas brechas. O objetivo dele é, a partir 

daquilo que consideramos os elementos chaves da interação entre células, elaborar um modelo 

matemático que seja capaz de reproduzir e explicar satisfatoriamente a dinâmica de segregação 

celular entre tecidos e ver qual é o papel do movimento coletivo nesse processo. 

 A dissertação divide-se em duas partes principais. A primeira é dedicada à revisão histórica 

do assunto, sendo o capítulo 1 dedicado à parte biológica, com uma retrospectiva dos 

experimentos que levaram a formulação do problema da segregação celular e as hipóteses 

levantadas para explicar-la. Já no capítulo 2 é feito um levantamento dos principais modelos 

matemáticos existentes para o modelamento de tecidos celulares e uma discussão de suas 

                                                 
1 Nas últimas décadas a física teórica, com a ajuda da mecânica estatística, tem se dedicado muito ao estudo e 
simulação de modelos matemáticos diversos, desde problemas puramente físicos como também de outros provenientes 
de áreas biológicas, econômicas e sociológicas. Porém isso não é uma exclusividade dos físicos e nada impede que tais 
problemas também possam ser explorados por matemáticos, informatas e biólogos, como de fato acontece. 
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vantagens e desvantagens. Ao final, o modelo de animóides generalizado, usado neste trabalho, é 

apresentado como uma nova alternativa. 

 A segunda parte é dedicada à exploração do modelo e sua aplicação ao fenômeno da 

segregação. No capítulo 3 os parâmetros do modelo são variados sistematicamente e um diagrama 

de fases é construído com quatro fases distintas: gasosa, líquida, sólida e a fase de movimento 

coletivo. No capítulo 4 é feito o estudo da difusão de partículas dentro das fases coesas, incluindo 

casos heterogêneos, onde a partícula difusiva tem parâmetros distintos daqueles compartilhados 

pelas partículas restantes que formam o agregado em que o primeiro se insere. No último capítulo 

começam finalmente as simulações dos fenômenos de segregação celular, nas quais são 

explorados os papéis desempenhados pelos diferentes parâmetros do modelo. 

 



 

 

 

 

 

 

 

Parte I 

 

Status Quaestionis 

 

 
 



 

 

 

Capítulo 1 
 

O problema biológico 
 

 

O fenômeno biológico que será estudado neste trabalho de mestrado é a segregação celular 

de tecidos. Ela faz parte de um campo mais vasto da biologia de desenvolvimento chamado 

morfogênese, que é o estudo da criação das formas biológicas (do latim morphê forma e genesis 

criação). A retrospectiva história que pretendo expor aqui, mesmo dando preferência a esta sub-

área da morfogênese, não tem a intenção de ser uma catalogação completa de todos os trabalhos 

feitos sobre o assunto, mas antes de dar uma visão geral do seu status quaestionis1, isto é, de onde 

problema surgiu e como ele se apresenta atualmente. Também farei uma breve exposição das 

principais hipóteses elaboradas pelos biólogos para explicar o fenômeno, sendo que uma delas, a 

hipótese da adesão diferenciada, que será modelada e testada no capítulo 5, discutirei em mais 

detalhes. 

 

 

1.1 Retrospectiva histórica 
 

A morfogênese é uma área da biologia tão antiga quanto a própria biologia experimental, 

que nasceu do estudo da regeneração das hidras em 1740 por Abraham Trembley2 [5-7]. A hidra é 

um pequeno ser vivo aquático composto por uma parte superior cheia de tentáculos (cabeça) e 

uma inferior firmemente ligada ao chão como se fosse uma raiz (pé), como pode ser vista do lado 

direito da Fig. 1.1. A fim de investigar se ela era uma planta ou um animal, Trembley cortou-a 

transversalmente em dois pedaços para observar sua estrutura interna. Para sua surpresa, 

algumas horas depois o pedaço que continha parte inferior da hidra formou uma cabeça e o 

                                                 
1 Estado da questão, em latim. 
2 Para ilustrar o que foi dito na introdução sobre a interdisciplinaridade dos primeiros cientistas, Abraham Trembley se 
formou em teologia e filosofia, mas levou a vida como biólogo, matemático e diplomata. 
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pedaço com a parte superior, por sua vez, formou um pé, dando origem assim à dois organismos 

novos. Estava descoberto, então, o mecanismo de regeneração de tecidos celulares.  

 

 

Fig. 1.1: Laboratório de Abraham Trembley [5] e a Hydra Vulgaris. 

 

Devido ao grande ceticismo encontrado por Trembley em relação à sua descoberta, ele se 

sentiu obrigado a fazer uma série de demonstrações ao vivo de seu experimento para que o 

público finalmente o aceitasse. O seu esforço na divulgação dos resultados foi tão grande que ele 

também acabou ficando conhecido pela sua “estratégia da generosidade”, que consistia em enviar 

um recipiente de água cheio de hidras, assim como um manual de instruções, para qualquer 

pesquisador que estivesse interessado em reproduzir seu experimento. Desse modo se espalhou 

entre os biólogos europeus, que até então se limitavam à apenas dissecar e catalogar animais e 

plantas, a prática da experimentação biológica in vitro3.  

Um século e meio depois, o pleno desenvolvimento da biologia experimental, iniciado em 

1740, possibilitou que em 1886 o biólogo Schiefferdecker [8] conseguisse, pela primeira vez, 

separar dois tecidos celulares vivos através da incubação deles em um extrato pancreático. A 

descoberta desta técnica abriu caminho para inúmeros experimentos de dissociação de tecidos 

que seriam feitos mais adiante.  

No século seguinte, em 1907, o pesquisador H. V. Wilson [9] fez o que se pode chamar hoje 

de uma das primeiras observações de fenômenos de segregação celular (um exemplo similar pode 

ser visto na Fig. 1.2, onde foram usadas células de embriões de galinha[10]). Utilizando um 

método um pouco mais rudimentar para se dissociar células, ele misturou células de diferentes 
                                                 
3 Assim que os resultados do experimento se popularizaram, eles acabaram também gerando um pequeno debate 
filosófico na época sobre a localização da alma.   
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tecidos de esponja e constatou que elas conseguiam se reunir de volta às suas configurações 

originais e formar uma nova esponja funcional. A partir desse experimento surgiram duas 

principais hipóteses para explicar o fenômeno. 

 

 

Fig. 1.2: Exemplo de reconstrução celular de dois tecidos dissociados [10]. 

 

 A primeira, defendida em parte pelo próprio Wilson [11], sugeria que as células, após um 

certo período de rearranjo, sofriam uma transformação citológica de forma a se ajustar ao seu 

novo ambiente. Em outras palavras, cada célula receberia uma certa quantidade de informações 

sobre o ambiente em que se encontram e, se fosse o caso, mudariam a expressão do seu ADN4 de 

forma a se transformarem no tipo de tecido que deveria estar ali. 

 A segunda hipótese, defendida por outros pesquisadores [12-14], afirmava que as células se 

movimentavam e trocavam de posições dentro do agregado de forma a separar os dois tecidos 

diferentes e assim reconstituir a forma funcional da esponja. 

 Esta questão permaneceu em aberto durante algum tempo devido à impossibilidade 

técnica de se observar o movimento individual das células dentro de agregados, mesmo em 

experimentos de duas dimensões. A resposta veio em 1944 quando o biólogo Holtfreter 

reproduziu em uma experiência o mesmo fenômeno de reconstrução de tecidos dissociados, 

porém com células de anfíbios [15]. A diferença desta experiência das outras era que as células dos 

diferentes tecidos dos anfíbios tinham graus de pigmentação diferentes. Holtfreter pode assim 

observar as células fracamente pigmentadas da mesoderme difundirem-se em direção ao centro 

da mistura, enquanto as células mais escuras da ectoderme, assim como as células sem 

pigmentação da endoderme, emergiram para a periferia do agregado. Estava provado que havia, 

de fato, segregação de tecidos via difusão celular. 

                                                 
4 Esta seria a explicação em termos atuais, pois na época a estrutura e o funcionamento do DNA não haviam sido 
descobertos. 
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 Solucionado este ponto, faltava ainda descobrir mecanismo responsável pela difusão e 

segregação das células. Esta é uma discussão ainda em aberto na biologia com muitas hipóteses 

em vigor. Apresentarei aqui uma lista das principais com uma breve exposição de suas idéias 

centrais: 

 

 Adesão Específica - Esta foi uma das primeiras hipóteses a surgir e foi aceita por vários 

biólogos [16-22]. Ela defende a existência de fatores de “especificação de tecidos” (tissue-specifc 

factors) responsáveis pela preferência entre adesões de células do mesmo tipo. 

  

Reação-Difusão/Quimiotaxia - Sugerida inicialmente por Alan Turing em 1952 como 

uma explicação geral da formação de padrões biológicos [3] e defendida mais tarde por Townes e 

Holtfreter [19] [23] como explicação do fenômeno aqui descrito, esta hipótese defende que as 

células de diferentes tecidos se reorganizam de acordo com sinais químicos emitidos do ambiente 

em torno ou por elas próprias. 

 

 Adesão Diferenciada - Proposta em 1962 por M. S. Steinberg [24], é a hipótese mais 

aceita atualmente e na qual este trabalho se baseia. Segundo ela, células de diferentes tecidos 

possuem diferentes graus de adesão entre si proporcionados por alguma substância em suas 

membranas. Ao se difundirem dentro da mistura, as células mais adesivas acabam formando um 

agregado central com as células do tecido menos adesivo em torno. 

 

 Adesão Temporal - Proposta por A. Curtis em 1961 [25], esta teoria defende que os 

distintos padrões de reorganização de tecidos se devem aos diferentes tempos que células de 

tecidos diferentes levam para se aderirem. De acordo com esta hipótese, células que se aderem 

mais rapidamente formam um agregado no centro da mistura enquanto as que levam mais tempo 

ficam na superfície desta.  

 

 Contração Superficial - Surgida de uma crítica feita por A. K. Harris à hipótese da 

adesão diferenciada [26] e defendida também por G. W. Brodland [27], esta teoria afirma que 

quanto menos contrativa é uma célula em relação à sua superfície exposta, mais internamente ela 

deve se posicionar dentro do agregado, enquanto que os tecidos mais contrativos se posicionam 

na superfície. 
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 Velocidade Diferenciada - Defendida por B. M. Jones, P. M. Evans e D. A. Lee [28], 

esta hipótese, publicada em 1989, atribuiu os diferentes padrões de reorganização celular de 

acordo com a distribuição das velocidades de difusão das células. Tecidos que se difundem mais 

rapidamente ocupam a superfície da mistura enquanto os mais lentos ocupam o centro. 

 

É importante fazer aqui uma ressalva aos leitores com formação em ciências exatas, em 

especial àqueles formados em física. Nessas áreas a prova de uma certa teoria geralmente descarta 

por completo todas as hipóteses concorrentes. Já nas ciências biológicas a regra geral não é esta. 

Na biologia, quando surgem duas ou mais teorias para explicar certo fenômeno, o provável é que 

todas elas estejam certas de alguma maneira. Por exemplo, nada impede que o fenômeno da 

segregação celular de um certo conjunto de tecidos seja dirigido simultaneamente por um 

processo de reação-difusão e outro de adesão temporal das células. Do mesmo modo, em uma 

outra cultura pode ser que as células menos adesivas (ou contrativas) sejam também as que se 

deslocam mais rapidamente. 

O que está em jogo, portanto, não é provar qual hipótese está mais certa, mas descobrir 

qual dos mecanismos citados acima é o predominante na segregação celular, ou se existe alguma 

forma de juntar dois ou mais mecanismos dentro de uma teoria mais abrangente.  

 

 

1.2 Hipótese da Adesão Diferenciada 
  

A terceira teoria citada na lista da seção anterior, a hipótese da adesão diferenciada (DAH, 

na sigla em inglês), é a mais aceita atualmente. Como é nela em que este trabalho de mestrado 

está baseado, convém expô-la de maneira mais detalhada. 

Esta hipótese, postulada por Steinberg em 1963 [24], afirma que os rearranjos das células 

dependem essencialmente dos diferentes graus de adesão (work of adhesion) de cada tipo celular 

e também da mobilidade das células, de maneira análoga aos sistemas físicos inanimados como a 

mistura de dois líquidos distintos [29]. Ainda de acordo com a hipótese, as células de tecidos com 

maior tensão superficial são mais adesivas entre si do que células de tecidos de menor tensão 

superficial. Quando estes dois tecidos são dissociados e misturados, as células do tecido de maior 

tensão superficial (por exemplo, as células escuras na Fig. 1.2) tendem a migrar para o centro da 

mistura, enquanto que as células menos adesivas (células claras) tendem se posicionar na borda. 
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Fiz uso intencional do verbo tender, pois a configuração final vista na Fig. 1.2, embora seja 

a mais comum, não será atingida para qualquer par de tecidos com diferentes graus de adesão 

(tensão superficial).  O padrão final que a mistura pode apresentar dependerá do valor do grau de 

adesão entre os dois tecidos diferentes.  

Sejam dois tecidos distintos, um verde (simbolizado pela letra G, do inglês green) e outro 

vermelho (simbolizado pela letra R, do inglês red) cujos valores de grau de adesão interno sejam 

respectivamente AGG e ARR, tal que AGG > ARR. O grau de adesão entre as células dos dois tecidos, 

AGR, pode ser classificado em 3 intervalos diferentes, cada um levando a um diferente padrão 

final: 

 

Caso I - O valor do grau de adesão intermediário AGR é maior ou igual à média dos graus 

de adesão internos dos tecidos verde (G) e vermelho (R):  

 

(1.1)  
2

RRGG
GR

AA
A

+
≥  

 

Quando isto acontece cada célula tende a ficar em contato com uma célula do tipo 

diferente do seu e a configuração final do experimento permanecerá no estado de mistura sem 

nenhuma segregação entre os tecidos (Fig. 1.3). Note que de acordo com a hipótese isto acontece 

mesmo que o grau de adesão intermediário seja maior que o do tecido mais adesivo (G). 

 

 

Fig. 1.3: Configuração final misturada (caso I). 

 

Caso II - O valor do grau de adesão intermediário AGR é menor que a média dos graus de 

adesão internos dos dois tecidos, porém maior ou igual ao grau de adesão interno do tecido menos 

adesivo (R): 
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(1.2)  RRGR
RRGG

GG AA
AA

A ≥>
+

>
2

 

 

Neste caso as células do tecido verde, por serem as mais adesivas, acabam migrando para o 

centro da mistura formando um agregado, enquanto que as células menos adesivas do tecido 

vermelho se posicionam ao redor deste propiciando assim a configuração de envoltura total (Fig. 

1.4), de modo semelhante ao visto anteriormente na Fig.1.2.  

 

 

Fig. 1.4: Configuração final de envoltura total (caso II). 

 

 

Caso III - O valor do grau de adesão intermediário AGR é menor que o grau de adesão 

interno do tecido menos adesivo (R): 

 

(1.3)   GRRR AA >

 

 Assim como no caso anterior, o tecido B, por ser mais adesivo, forma um agregado 

compacto no centro da mistura. Porém, como o grau de adesão entre os dois tecidos é mais fraco 

que a adesão interna do tecido A, ele não encobrirá totalmente o tecido B, mas apenas 

parcialmente (Fig. 1.5). 
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Fig. 1.5: Configuração final de envoltura parcial (caso III). 

 

 Dependendo do valor do grau de adesão intermediário AGR em relação ao grau de adesão 

interno do tecido menos adesivo ARR, a quantidade de envoltura, medida em termos do ângulo θ 

(ver Fig. 1.5), pode ser descrita de acordo com a equação de Young [24]: 

 

(1.4)  θcos12 +=
RR

GR

A
A

 

  

 Quando o valor de AGR for igual ou menor que a metade do valor de adesão interno do 

tecido vermelho, a configuração final do sistema se constituirá de dois agregados completamente  

segregados e separados, conforme mostrado na figura abaixo: 

 

 

Fig. 1.6: Separação total dos dois tecidos. 

 

 Estes 3 resultados apresentados acima, obtidos da hipótese da adesão diferenciada, estão 

de acordo com o que é observado experimentalmente [29] [30]. Porém isto não esgota o rol de 
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previsões acertadas da teoria. Em um artigo de revisão publicado em 1996 [31] o próprio 

Steinberg fez uma lista de 7 observações experimentais que segundo ele qualquer teoria 

concorrente deveria ser capaz de explicar: 

 

1 - Arredondamento de fragmentos de tecidos, de formas iniciais irregulares, 

para uma forma final esférica; 

2 - Envoltura do tecido menos adesivo sobre o mais adesivo quando ambos são 

colocados em contato (Fig. 1.7); 

3 - Re-agrupamento de misturas de células de tecidos dissociados alcançando 

certas configurações topológicas específicas (os 3 casos descritos 

anteriormente); 

4 - Dinâmica de segregação de tecidos misturados acontece via fusão de 

pequenos agregados dentro da mistura (Fig. 1.8); 

5 - Aproximação da mesma configuração final pelos dois caminhos alternativos 

(descritos em 2 e 3); 

6 - Relação hierárquica associativa da tendência dos tecidos de se cobrirem uns 

aos outros (Fig. 1.9); 

7 - Perfeita correspondência entre a seqüência dos potenciais de envoltura com 

os valores de tensão superficial medidos. 

 

 

Fig. 1.7: Envoltura do tecido menos adesivo sobre o mais adesivo. 

A configuração final dos tecidos deve ser independente das condições iniciais. 

 

 O terceiro ponto da lista foi o já exposto anteriormente quando descrevi os 3 padrões finais 

possíveis que podem ser obtidos quando dois tecidos dissociados são misturados. Fiz assim, pois é 

esta a principal experiência que vem sendo feita e discutida sobre o assunto desde 1907 [9], 
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quando o problema surgiu originalmente, até os dias de hoje [30]. Esta observação, junto com as 

dos pontos 2 e 5 da lista acima, afirmam que mesmo se a condição inicial for diferente, como no 

caso mostrado na Fig. 1.7, as configurações finais dos tecidos devem ser as mesmas que aquelas 

que foram descritas anteriormente, ou seja, os sistemas biológicos são robustos [32]. 

 

 

Fig. 1.8: Diferentes dinâmicas de segregação. 

Se o processo predominante de segregação fosse a quimiotaxia as células migrariam 

diretamente para o centro da mistura ao invés de formar pequenos agregados. 

 

A dinâmica de segregação dos tecidos, indicada pelo quarto item da lista de Steinberg, é 

central para a distinção entre as hipóteses de segregação. Por exemplo, se o processo dominante 

fosse a quimiotaxia todas as células verdes migrariam diretamente para o centro da mistura (ou 

algum outro ponto de onde esteja vindo o sinal químico) formado um único agregado deste tecido 

até a segregação total (ver o caminho inferior da Fig. 1.8).  

Porém o que se observa nos experimentos de células dissociadas [31] é que, na verdade, as 

células do tecido mais adesivo (neste caso as verdes) vão se juntando aos poucos, formando assim 

pequenos agregados dentro da mistura que, via fusão uns com os outros, se tornam cada vez 

maiores até atingir a configuração de envoltura total (ver o caminho superior da Fig. 1.8). 
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Fig. 1.9: Hierarquia entre as envolturas de 3 tecidos. 

 

O ponto 6 pode ser melhor compreendido através da Fig. 1.9. Suponhamos que haja 3 

tecidos diferentes, os já conhecidos verde e vermelho e mais um novo, azul.  Este ponto afirma 

que, se o tecido vermelho (R) envolve o verde (G) e o tecido verde, por sua vez, envolve o azul 

(simbolizado pela letra B, do inglês blue), então o tecido vermelho envolverá o azul, pelo menos 

parcialmente, quando estes forem misturados.  

Esta observação experimental [32] é corretamente prevista pela hipótese da adesão 

diferenciada. Em termos dos graus de adesão, as envolturas dos tecidos verde pelo vermelho e do 

azul pelo verde, podem ser descritas como: 

 

(1.5)  RRGR
RRGG

GG AA
AA

A ≥>
+

>
2

,       envoltura do tecido verde (G) pelo vermelho (R)  

 

(1.6)  GGBG
GGBB

BB AA
AA

A ≥>
+

>
2

,       envoltura do tecido azul (B) pelo verde (G) 

  

Das inequações 1.5 e 1.6 segue-se imediatamente que ABB > ARR, o que, embora não seja 

suficiente para garantir a envoltura total de um sobre o outro, pelo menos garante que a tendência 

será do tecido vermelho encobrir o azul e nunca o contrário. 

 O último ponto afirma que o tecido que encobre o outro deve ter necessariamente uma 

menor tensão superficial que o tecido encoberto. Isto só foi totalmente comprovado em 1996 por 

Foty et al. [33]. Neste trabalho os pesquisadores utilizaram os mesmos tipos de tecidos de 

embriões de galinha que Steinberg usou no seu artigo de 1970 [32], quando verificou 

experimentalmente a já citada hierarquia entre as tendências de envoltura dos tecidos (ponto 6). 

Usando um equipamento que comprime o agregado de um tecido qualquer entre duas placas 
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paralelas (Fig. 1.10a) eles foram capazes de medir a tensão superficial (σ) de 5 tecidos diferentes 

de embriões de galinha (limb bud5, epitélio pigmentado, coração, fígado e retina neural).  Os 

resultados do experimento confirmaram a correlação entre a hierarquia de envoltura desses 

tecidos com os valores de tensão superficial, conforme pode ser visto pela Fig. 1.10b. 

 

 

Fig. 1.10: Correspondência entre tensões superficiais e hierarquia de envoltura [33]. 

Em (a), aparelho usado no experimento; em (b), envoltura dos tecidos de maior tensão 

superficial pelos de menor (na segunda coluna estão os valores medidos para cada tecido). 

 

 Este trabalho termina concluindo que os valores de tensão superficial calculados devem 

corresponder diretamente a alguma força física de atração entre as células [33], porém os 

autores não especificaram a sua origem.  

 

 

                                                 
5 Limb bud: conjunto localizado de células não-diferenciadas do embrião de galinha que darão origem à asa. 
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1.3 Adesão celular 
 

 A identificação desta “força física de atração entre as células” corresponde a um outro tipo 

de problema que se desenvolveu paralelamente às hipóteses sobre os mecanismos de segregação 

celular vistos na seção 1.1. 

 Como já foi dito, em 1886 P. Schiefferdecker [8] conseguiu separar dois tecidos celulares 

vivos imergindo-os em um extrato pancreático. O fato de que a dissociação de dois tecidos 

pudesse ser feita através desse tipo de substância química sugeria que de alguma forma estes eram 

ligados via algum material protéico responsável por suas adesões. 

 Sessenta anos depois desta descoberta, outras técnicas de dissociação de tecidos foram 

desenvolvidas. Em 1944 Holtfreter [15] descobriu que um fragmento de gástrula de um anfíbio 

colocado em um ambiente com alto pH (em torno de 10) tinha suas células dissociadas e 

separadas umas das outras. Restabelecendo-se em seguida o nível normal de pH as células 

voltavam a se re-agrupar formando um novo agregado. 

 

 

Fig. 1.11: Estrutura da tripsina obtida via cristalografia por raios-X6. 

 

 Em 1952, oito anos depois, Moscona [34] [35] desenvolveu a técnica de dissociação de 

tecidos via tripsina (Fig. 1.11), que era a substância por trás do experimento de dissociação feito 

anteriormente por Schiefferdecker. Em 1954 [36] também foi descoberta a técnica de dissociação 

de tecidos via ácido etilenodiamino tetra-acético (EDTA, na sigla em inglês), porém o uso da 

tripsina continuou sendo predominante. 

                                                 
6 Figura extraída da página http://en.wikipedia.org/wiki/Image:1UTN.png no dia 01/01/2006. 

http://en.wikipedia.org/wiki/Image:1UTN.png
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 Todos esses resultados reforçavam uma crença, defendida desde pelos menos 1862 pelo 

trabalho de F. von Recklinghausen [37], de que as células são mantidas juntas por alguma espécie 

de substância (ground substance) que as permeavam e fazia o papel de cola entre elas. Esta 

interpretação foi defendida por muitos biólogos [38-41] até pelo menos 1960, época na qual 

Moscona acreditou ter visto a tal substância [21].  

 Esta hipótese da “cola” foi posta em cheque com a descoberta posterior de Beug et al. em 

1973 [42] de que há pelo menos dois mecanismos independentes responsáveis pela adesão entre 

as células, sendo um deles sensível ao tratamento de EDTA e outro não. 

 Paralelamente a isso, também se fizeram experimentos nos quais a dissociação das células 

não era obtida através da imersão dos tecidos em uma substância qualquer, mas sim pela remoção 

de cálcio do meio em que estavam. Este fenômeno é conhecido desde o final do século XIX com os 

trabalhos de Ringer em 1890 [43] e Herbst em 1900 [44], mas só meio século depois que se 

conjeturou hipóteses a respeito. 

 A primeira delas surgiu em 1941 com o trabalho de F. O. Schmitt [45] e foi aperfeiçoada 

mais tarde por outros trabalhos que seguiam a mesma linha [46] [47]. Segundo eles, as 

membranas das células possuem cargas negativas que são neutralizadas por íons de cálcio 

positivos Ca2+. Ao remover estes íons do meio em que se encontravam, as membranas das células 

voltavam a ser negativas e a repulsão eletrostática entre elas fazia com que os tecidos se 

dissociassem.  

 Uma segunda hipótese defendida por J. Gray [48] e L. M. J. Rinaldini [41] associava os 

íons de cálcio à formação de estruturas moleculares presentes e necessárias ao bom 

funcionamento da já citada substância responsável pela adesão entre as células.  

Uma das dificuldades dessa segunda hipótese sobre o papel do íon Ca2+ era a observação 

experimental de tecidos que não se dissociavam apesar da remoção de Ca2+, assim como de 

tecidos que em presença de uma solução de tripsina e Ca2+ também não se dissociavam [49]. Esta 

observação (que corroborava o trabalho anterior de Beug et al. [42]) sugeria a existência de dois 

mecanismos paralelos de adesão entre as células: um dependente de cálcio (que se “dissolve”, ou 

perde a funcionalidade, com a sua remoção) e outro independente (que requer o tratamento com 

tripsina para perder a aderência).  

Na época desta observação experimental (década de 70), muitos biólogos estavam focados 

em uma terceira hipótese (surgida duas décadas antes) sobre o papel do íon Ca2+ na adesão 

molecular: a de que ele estava associado ao funcionamento de alguma ponte molecular que ligava 

grupos de fosfato e/ou carboxila presentes na superfície das células [50-53], ou seja, que a adesão 

entre as células era devida a alguma molécula presente em suas membranas. 
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A primeira molécula a ser identificada foi a N-CAM, entre 1976 e 1977 por um grupo de 

pesquisadores da Rockefeller University [54-57], mas ainda não estava claro na época de que 

modo esta molécula funcionava. Havia 3 hipóteses em jogo: (1) cada molécula se ligava 

diretamente a mesma molécula presente na outra célula; (2) elas se ligavam através de alguma 

terceira molécula que formava a ponte entre as duas; (3) elas se ligavam a uma molécula/região 

receptora presente na membrana da outra célula. Seus descobridores acreditavam na primeira 

hipótese, embora ainda não tivessem os meios de prová-la. 

Outras moléculas de adesão celular foram descobertas com o passar dos tempos [58-63], 

fazendo desta hipótese um fato consumado. Cada uma destas moléculas faz parte de uma família 

de proteínas responsáveis pelos diferentes tipos de adesão celular, conforme pode ser visto na 

Tab. 1.1. 

 

Família Ligandos Tipo 

Integrinas Matriz Extracelular Heterofílico 

Selectinas Carboidratos Heterofílico 

Superfamília Ig Heterofílico 

Integrinas Heterofílico Superfamília Ig 

Superfamília Ig Homofílico 

Caderinas Caderinas Homofílico7

 

Tab. 1.1: Família de proteínas e seus tipos de ligações. 

 

Destas, deve-se dar especial atenção à família das caderinas (Fig. 1.12), descoberta por C. 

Yoshida e M. Takeichi em 1982 [64], que desempenham um papel de destaque nos fenômenos da 

morfogênese [65]. O nome deste tipo de proteína veio da combinação das palavras calcium e 

adhere [66], pois as primeiras moléculas que foram investigadas necessitavam da presença do íon 

Ca2+ para funcionarem [49]. Hoje se atribui o nome de caderinas a um vasto número de proteínas 

adesivas que também incluem algumas independentes de cálcio. 

 

                                                 
7 Ver observação na próxima página. 
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Fig. 1.12: Caderinas e suas ligações com o citoesqueleto das células8. 

 

O papel de destaque das caderinas na morfogênese vem do fato de suas ligações serem 

muito mais fortes e estáveis do que das demais famílias. Isto acontece por que elas estão ligadas 

diretamente ao filamento de actina, que faz parte do citoesqueleto da célula [68-70] (Fig. 1.12). 

Além disso, as caderinas, assim como a maior parte das proteínas de adesão, ligam-se diretamente 

umas às outras, o que responde as 3 hipóteses levantadas pelos descobridores da primeira 

molécula de adesão [54], a N-CAM, que mais tarde se mostrou ser uma caderina.  

As primeiras experiências com caderinas [71] [70] sugeriam que essas ligações fossem 

essencialmente homofílicas, isto é, duas caderinas somente se aderiam caso pertencessem ao 

mesmo tipo (adesão seletiva). Porém esta idéia se mostrou parcialmente errônea mais tarde com a 

observação de adesões entre caderinas de tipos diferentes [72] [73]. Embora estas adesões 

demorem mais tempo para serem formadas, elas não são necessariamente muito mais fracas que 

as adesões homofílicas, o que vem ao encontro das hipóteses da adesão diferenciada [24] e, de 

certo modo, também da adesão temporal [25].  

 

 

 

                                                 
8 Figuras extraída do livro [67] (esq.) e da página pessoal de Sandra Rieger, disponível em: 
http://sandra.kaminik.de/?page_id=3, em 31/11/2006 (dir.). 

http://sandra.kaminik.de/?page_id=3
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1.4 Discussão 
 

Mesmo que as ligações entre as caderinas fossem totalmente homofílicas, isto não seria 

uma prova da hipótese da adesão seletiva, tampouco uma refutação da hipótese da adesão 

diferenciada, pois nada descarta que uma célula possua mais de um tipo de caderina presente em 

sua membrana. E ainda que as células de dois tecidos diferentes tivessem apenas o mesmo tipo de 

caderina, uma simples diferença quantitativa no número de caderinas presentes em suas células já 

bastaria para dar suporte a hipótese da adesão diferenciada (Fig. 1.13), conforme já foi confirmado 

experimentalmente por Steinberg e Takeichi em 1994 [74]. 

 

                     

Fig. 1.13: Diferenças nas distribuições de caderinas levam a 

graus de adesão intermediários [74]. 

 

 A proposta de Steinberg, portanto, conseguiu não só permanecer firme como uma hipótese 

válida ao longo desses anos, como também foi corroborada por estas mesmas observações 

experimentais que surgiram. Um deles é o trabalho recente conduzido por A. Foty e M. Steinberg 

feito em 2004 [30]. Nele os pesquisadores conseguiram demonstrar que a tensão superficial de 

um tecido cresce linearmente com a quantidade de caderinas presente na membrana de suas 

células (Fig. 1.14) e que dois tecidos com diferentes tensões superficiais, produzidas por este 

método, corretamente envolve um ao outro. 
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Fig. 1.14: Crescimento linear da tensão superficial com o número de caderinas [30]. 

 

 Embora todas estas verificações experimentais favoreçam a hipótese da adesão 

diferenciada, os experimentos com células vivas, por mais cuidadosos que possam estar sendo 

conduzidos, por sua própria natureza possuem inúmeros fatores ocultos influenciando no 

resultado. Como já dito anteriormente, em biologia a corroboração de uma hipótese não a torna 

necessariamente mais correta que uma concorrente. Fora a hipótese citológica sobre os processos 

de segregação (descartada pela observação de Holtfreter do deslocamento das células [15]) e a 

recém discutida sustentação da adesão específica frente à ambígua especificidade das caderinas, 

pouco ou nada foi dito sobre as demais hipóteses levantadas na seção 1.1. 

 Portanto, apesar de tudo, ainda se faz necessário o uso de modelos puramente teóricos 

para validar ou descartar certas hipóteses como abstrações válidas em si mesmas. No próximo 

capítulo apresentarei modelos matemáticos e computacionais que testam a validade destas teorias 

e discutirei alguns de seus resultados e deficiências em relação ao modelamento de células. 

Adianto já as duas principais carências encontradas: (1) a limitação dos modelos em sua 

capacidade de modelar mais de umas das hipóteses apresentadas na seção 1.1; e (2) ausência 

completa do papel do movimento coletivo das células durante os processos de segregação, já 

observado experimentalmente como uma realidade nos trabalhos de Rieu et al. [75] [76]. 



 

 

 

Capítulo 2 
 

Modelos matemáticos 
 

 

 Como dito ao final do capítulo anterior, uma das utilidades dos modelos matemáticos é 

possibilidade de, baseado em teorias acerca de fenômenos naturais, testar se elas têm 

consistência. Outras vantagens que justificam a matematização da natureza são a possibilidade de 

se testar novas configurações e condições iniciais, que seriam impossíveis ou muito difíceis de se 

fazer com o sistema real, e a capacidade de se fazer previsões baseadas nestas experiências 

virtuais (simulações). 

 Devo ressaltar aqui a importância em não se tomar o modelo matemático como um 

substituto da natureza. O uso destes modelos tem uma grande utilidade metodológica na 

investigação científica e possibilitam um entendimento maior dos fenômenos, porém eles têm 

seus limites. Por maiores que sejam seus êxitos, não se deve conferir a eles um sentido ontológico. 

Os modelos de células que serão apresentados aqui são apenas representações de certos aspectos 

delas já escritas matematicamente por alguma fórmula que se acredita ser a chave de seu 

funcionamento. E é exatamente esta suposição inicial que é testada pelas simulações. Assim sendo 

os modelos apresentados neste capítulo (incluindo o que será usado no restante deste trabalho) 

são apenas tentativas de se descrever certas funções celulares isoladas e não constituem, portanto, 

uma célula real, da mesma maneira que um modelo de rede neurais não constitui um cérebro real, 

mas apenas uma idealização dele. Este é um erro de interpretação que procurarei evitar ao longo 

desta dissertação.  

Com isto em mente, pretendo fazer neste capítulo uma breve retrospectiva e discussão dos 

modelos mais comumente usados para a descrição de células e de tecidos. Em seguida 

apresentarei uma nova classe de modelos que, embora não tenham sido desenvolvidos para este 

fim1, servirá de base para o modelamento de células proposto por este trabalho.  

                                                 
1 Como se verá em seguida isto não é bem verdadeiro, já que ele foi usado em uma ocasião anterior para simular o 
movimento de bactérias. 
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2.1 Primeiros modelos 
 

O primeiro modelo matemático propriamente dito sobre os fenômenos da morfogênese 

reúne as equações diferenciais usadas por Alan Turing [3], quando ele sugeriu que os diferentes 

padrões biológicos se deviam a difusão de sinais químicos no meio em que as células se 

encontravam. Desde essa data milhares de variantes do modelo original de Turing foram 

propostas e usadas para modelar inúmeros processos diferentes, desde a formações de tecidos até 

distribuição de listras na pele de animais [77]. Porém, conforme foi demonstrado por Steinberg 

em 1996 [31], a quimiotaxia não faz a correta previsão da dinâmica de segregação de tecidos 

misturados (Fig. 1.9). Sendo assim, as equações diferencias que modelam os processos de reação-

difusão não serão abordadas aqui. 

 Descartando-se as tentativas de modelagem desta primeira hipótese sobre a segregação 

celular sobram essencialmente poucos modelos sobre o assunto. A primeira tentativa de se 

modelar processos de segregação celular foi feita por Goel et al. em 1970 [78]. Neste trabalho cada 

célula é representada por um sítio que se encontra em uma rede retangular de tamanho LxL (Fig. 

2.1a). 

 

 

Fig. 2.1: Modelo de Goel retangular(a) e hexagonal(b). 

 

 Cada célula assim representada pertence a um tipo diferente, cada um com diferentes 

propriedades de adesão. Inicialmente todos os tipos de células começam de um estado misturado. 

A cada passo de tempo as células podem trocar de lugar com alguma célula no seu sítio vizinho 
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desde que isso diminua2 suas energias de adesão. O que se esperava era que ao final das 

simulações o sistema atingisse o estado de envoltura total do tecido mais adesivo pelo menos 

adesivo, porém tudo o que se conseguiu foram estados finais “histologicamente insignificantes”, 

como os próprios autores reconheceram. O uso de diferentes regras de troca de células não trouxe 

novos resultados [79]. 

 Houve duas tentativas frustradas para contornar a situação. Em um trabalho posterior N. 

Goel e A. Leith [80] usaram células anisotrópicas, nas quais cada lado poderia ter uma energia de 

adesão diferente. Desta vez eles conseguiram obter resultados mais interessantes, como a 

formação de anéis abertos e fechados. Porém a envoltura total de um tecido por outro ainda não 

foi alcançada. Outra tentativa foi feita por Antonelli et al. em 1973 [81]. Neste trabalho eles 

usaram o mesmo modelo de Goel, porém em uma rede com geometria hexagonal, isto é, agora 

cada célula tinha 6 vizinhos, ao invés de 4 (Fig. 2.1b). Com esta modificação as células mais 

adesivas conseguiram formar rapidamente pequenos agregados, mas o padrão final de envoltura 

continuou sem ser atingido. 

O modelo só conseguiu reproduzir a envoltura total de um tecido por outro em 1978, 

quando N. Goel e G. Rogers [82] aboliram a localidade da troca de células. Nos trabalhos 

anteriores cada célula podia trocar de posição com a vizinha, caso isto fosse energeticamente 

favorável. No modelo modificado, uma célula não só pode trocar de posição com uma mais 

distante, como a troca é sempre feita com aquela que vai proporcionar a melhor configuração 

energética resultante. 

 

 

Fig. 2.2: Troca de posição não-local vista como uma sucessão de trocas locais [83]. 

 

                                                 
2 Nos artigos originais deste tipo de modelo o critério para a troca era o aumento da energia de adesão, porém, para 
evitar confusões, inverterei o critério para ficar de acordo com o padrão usado em sistemas termodinâmicos. 
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Se o modelo original de Goel já era passível de críticas por sua dinâmica simplista do 

movimento celular apresentada (além da representação da morfologia de uma célula através de 

um quadrado), a última modificação o torna ainda mais suspeito. Goel e Rogers a justificam 

alegando que a troca de posição não-local pode ser interpretada como sendo o resultado de várias 

trocas adjacentes locais que resultaram naquela posição estável (Fig. 2.2). Porém se este é o caso 

por que o modelo original, constituído de trocas locais, não foi capaz de reproduzi-lo? 

A resposta está na completa ausência de movimento aleatório. No modelo acima duas 

células somente trocam de posição caso esta troca seja energeticamente favorável. Tal regra leva o 

sistema a ficar rapidamente preso (ou congelado) em um estado de energia mínima local sem 

conseguir sair deste para um estado de menor energia.  

Isto foi demonstrado em 1995 pelo informata P. Agarwal [83]. Usando a sua Linguagem de 

Programação de Células (CPL, na sigla em inglês), desenvolvido na sua tese de doutorado de 1993 

[84], ele reproduziu o modelo de Goel (em uma rede hexagonal) com a seguinte modificação: a 

troca de células vizinhas energeticamente mais favorável passa a ocorrer com probabilidade de ½ 

(antes era de 1); enquanto que uma troca aleatória entre dois vizinhos quaisquer (mesmo que seja 

energeticamente desfavorável) acontece com probabilidade de ¼. Esta pequena modificação já foi 

o suficiente para que o sistema atingisse o padrão de envoltura total em todas as simulações 

conduzidas (Fig. 2.3).  

 

 

Fig. 2.3: Envoltura total obtida pela modificação de Agarwal no CPL [83]. 

 

Embora o trabalho de Agarwal tenha mostrado mais didaticamente a necessidade da 

presença de flutuações para o modelo atingir o seu estado de minimização global de energia, isto 

não chega a ser uma descoberta propriamente dita, pois este processo é um fenômeno largamente 

conhecido por todos aqueles que já estudaram termodinâmica. Além do mais, o mesmo princípio 
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já tinha sido usado em um outro modelo para simular a envoltura total de um tecido por outro 

pelo menos três anos antes, em 1992, pelos físicos F. Graner e J. A. Glazier [85]. 

 

 

Fig. 2.4: Representação das células no modelo de Potts. 

 

O trabalho deles se baseia em uma adaptação do modelo de Potts generalizado, 

originalmente usado para simulações de espumas [86] e crescimento de domínios magnéticos em 

metalurgia [87]. Neste modelo, batizado de Potts Celular (Cellular Potts Model), cada célula é 

representada não por um, mas por um conjunto de sítios3 dentro de uma rede retangular (Fig. 

2.4). A evolução do sistema não se dá através da troca de uma célula inteira por outra, mas da 

troca de sítios situados na sua borda. Estes sítios são sorteados aleatoriamente e suas energias de 

adesão são calculadas através de uma função hamiltoniana, que contém em si um termo de 

energia de adesão local e outro de conservação de volume (em algumas versões há também um 

termo de conservação de perímetro). Logo em seguida se calcula a mesma função com o sítio 

pertencendo a uma célula vizinha. Se a diferença de energia for negativa, ou zero, a troca é 

realizada; caso contrário, a troca ocorre com a seguinte probabilidade: 

 

(2.1)  )exp( kTEP Δ−=  , 

 

sendo T a temperatura do sistema e k a constante de Boltzmann.  

 Com este modelo, F. Graner e J. Glazier simularam a mistura de dois tecidos com 

diferentes energias de adesão entre si. Depois de testarem várias combinações de valores, 

                                                 
3 Para não cometer nenhuma injustiça, devo ressaltar que o CPL também é capaz de simular células como um conjunto 
de sítios, embora isto não tenha sido usado, até o momento, para simular a segregação de tecidos. 
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verificaram que a envoltura total de um tecido por outro (Fig. 2.5) sempre ocorria quando as 

energias (ou graus) de adesão obedeciam às mesmas relações de valores previstos pela hipótese da 

adesão diferenciada (Eq. 1.2).  

 

 

Fig. 2.5: Simulação da envoltura de dois tecidos [85]. 

 

 Todos os modelos apresentados até agora funcionam com alguma rede (retangular ou 

hexagonal) de fundo, onde as células são constituídas de um ou vários sítios da rede. Tais 

modelos, embora distorçam um pouco a forma das células, têm a vantagem de serem 

computacionalmente mais rápidos. Porém existe uma outra classe de modelos, se posso chamar 

assim, que se caracterizam pela ausência desta rede.  

 O primeiro modelo deste tipo foi proposto em 1979, por Matela e Fletterick [88], e é 

baseado em grafos. Neste modelo, cada célula é representada por um ponto solto em um espaço 

bidimensional e células vizinhas (que estão em contato umas com as outras) são ligadas por uma 

linha (Fig. 2.6) formando assim um conjunto de vértices interligados. 

 

 

Fig. 2.6: Representação do modelo de grafos [89]. 

Cada vértice é uma célula e suas linhas indicam os seus vizinhos. As linhas pontilhadas 

representam a partição do espaço ocupado pelas células. 
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No ano seguinte o modelo foi utilizado para simular a segregação de células [90]. O 

método era associar a cada ligação entre os vértices uma força de adesão de acordo com os tipos 

de células que eles representavam. Essas forças entre os vértices que determinariam então a 

direção de movimento da célula e sua troca de vizinhança, que consistia em desmanchar a ligação 

entre dois vértices vizinhos e formar uma ligação nova com um terceiro vértice comum aos dos 

vizinhos em questão (conforme ilustrado na Fig. 2.7). Porém, assim como o modelo de Goel, as 

simulações não conseguiram sair de mínimos energéticos locais e o estado de envoltura total não 

foi alcançado. 

 

 

Fig. 2.7: Troca de vizinhos no modelo de grafos [91]. 

 

 Um outro modelo similar foi construído em 1984 por D. Sulsky [92], baseado na proposta 

de H. Honda [93]. Da mesma maneira que o modelo anterior, as células são representadas por 

pontos soltos em um espaço bidimensional, porém sem linhas as conectando. A repartição do 

espaço é feita usando-se a técnica de Voronoi [94] na qual todos os pontos do espaço que estão 

mais próximos de uma célula do que qualquer outra pertencem a esta primeira (Fig. 2.8). 

 

 

Fig. 2.8: Repartição espacial de Voronoi [89]. 
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  Uma vez definida a estrutura geométrica de cada célula, a força de adesão entre elas é 

proporcional ao tamanho da suas linhas de contato. O movimento das células é então 

implementado de modo a minimizar a energia de adesão entre elas, porém há a presença de um 

termo de dissipação que permite ao modelo chegar em configurações energeticamente favoráveis, 

incluindo a envoltura total de um tecido por outro. 

 

 

Fig. 2.9: Demais modelos para a simulação de células. 

(a) modelo de esferas [89]; (b) conjunto de vértices [95]; (c) modelo de mapas de Lyndenmayer 

[89]; e (d) surface evolver [96]. 

 

 Existem dezenas de outros modelos que já foram usados para se descrever sistemas 

celulares, tais como os que usam esferas ou discos (Fig. 2.9a) para se modelar células [97] [98] 

[99] [100]; que usam um conjunto de vértices (Fig. 2.9b) para modelar cada célula [95]; mapas de 

Lyndenmayer (Fig. 2.9c) [101-104]; e o surface evolver (Fig. 2.9d) [96]. Porém, nenhum deles foi 

usado até o momento para se modelar segregação de células a partir da mistura de tecidos 

dissociados. 

 

 

2.2 Animóides 

 

 O modelo de animóides surgiu em 1986, e foi criado por Craig W. Reynolds, um cientista 

da computação que trabalhava com animação digital. O seu objetivo não era criar nenhum modelo 

para descrever células, mas somente desenvolver um mecanismo que simulasse realisticamente o 
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movimento coletivo de peixes ou pássaros. O nome do modelo vem da adaptação para o português 

da palavra francesa animoïde, que por sua vez é inspirada no termo originalmente usando em 

inglês como boid (ou bird-oid).  

 

 

Fig. 2.10: Regras de movimentação dos animóides4. 

(a) Separação dos animóides; (b) alinhamento com os vizinhos; (c) coesão com o bando. 

 

 No seu trabalho original cada animóide se movimentava seguindo 3 regras simples: 

manter uma certa separação dos outros animóides para evitar colisões (Fig. 2.10a); alinhar-se de 

acordo coma direção de movimento dos animóides vizinhos (Fig. 2.10b); e aproximar-se dos 

demais animóides se por acaso se afastar do bando (Fig. 2.10c). 

 Craig Reynolds apresentou seu trabalho em uma conferência de 1987 sobre computação 

gráfica [105]. Mais tarde este mesmo modelo foi usado para gerar animações computadorizadas 

de morcegos e pingüins no filme Batman Returns, de Tim Burton.  

 

 

2.3 Modelo de Vicsek 

 

 Embora o modelo tenha surgido em 1986, foi somente uma década depois que ele recebeu 

um devido estudo sistemático. Isso foi feito por um grupo de físicos liderados pelo húngaro T. 

Vicsek em 1995 [106].  

O objetivo do estudo era compreender com mais detalhes as condições necessárias para o 

surgimento do movimento coletivo sem a presença de líderes ou de forças externas. Para isso eles 

confinaram os animóides dentro de um espaço bidimensional com condições de contorno 

periódicas e fizeram a seguinte adaptação/simplificação do modelo original: 

 

                                                 
4 Figura extraída da página pessoal de Craig Reynolds, disponível em www.red3d.com/cwr/animóides/ no dia 
23/01/07. 

http://www.red3d.com/cwr/boids/


 35

“At each time step a given particle driven with a constant absolute 

velocity assumes the average direction of motion of the particles in its 

neighborhood of radius r with some random perturbation added.”5

 

 Essa simples regra pode ser expressa matematicamente como: 

 

(2.2)  ttvtxtx iii Δ+=+ )()()1( rrr
, 

 

na qual a velocidade  é construída de modo que seu valor absoluto (vivv 0) seja sempre constante e 

sua direção seja dada por: 

 

(2.3)  θηθθ Δ+−=
v

tt )1()( , 

 

sendo que a média do lado direito é feita dentro do raio de vizinhança do animóide e η é a 

intensidade do ruído que multiplica um ângulo aleatório Δθ  que varia dentro do intervalo [-π,+π]. 

 A simples variação de dois parâmetros, a densidade de partículas ρ e o nível de ruído η, já 

são suficientes para produzir variados efeitos (Fig. 2.11), desde a total desordem do sistema (η 

alto), passando pelo aparecimento de pequenos grupos de animóides movendo-se junto (η e ρ 

pequenos) até uma situação na qual todos os animóides se movem juntos (η pequeno e ρ grande). 

 

 

Fig. 2.11: Estados do modelo de Vicsek [107]. 

Em (a) há um movimento global coerente, já em (b) os animóides se deslocam aleatoriamente. 
                                                 
5 “A cada passo de tempo uma dada partícula, que se move com velocidade absoluta constante, alinha-se com a média 
das direções de movimento das partículas vizinhas dentro de um raio r e mais um termo perturbação aleatório”. 
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 A transição para o movimento coletivo é caracterizado pelo seguinte parâmetro de ordem: 

 

(2.4)  
0v

v
it

t

r

=φ , 

 

sendo v0 o módulo da velocidade dos animóides. Quando todos os animóides tiverem andando em 

direções diferentes a soma vetorial das velocidades será nula e φ tenderá à zero. Quando todos 

andarem na mesma direção o parâmetro tenderá a +1. 

 

 

Fig. 2.12: Variação de φ com η e ρ [106]. 

Na figura (a) a densidade foi fixada em ρ=4, e em (b) o tamanho do sistema é de L=20. 

 

Inicialmente Vicsek encontrou uma transição de fase de segunda ordem [106] tanto para a 

variação do ruído η como da densidade ρ (Fig. 2.12) com expoentes críticos 0,45±0,07 e 

0,35±0,06, respectivamente. Porém, em um artigo de 2004, Grégoire et al. [108] contestou tal 

medida afirmando ser esta uma transição de primeira ordem. De acordo como eles, o erro de 

Vicsek se deve a algum efeito de tamanho finito do sistema6.  

  

 

 

                                                 
6 Na elaboração deste trabalho o modelo de Vicsek foi reproduzido e os resultados obtidos concordam com o artigo de 
2004 [108] de Grégoire et al. 
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2.4 Adaptação de Grégoire 
 

Em 2003, Grégoire et al. [109] adicionaram um ingrediente “físico” que propiciou volume 

aos animóides. Uma força , semelhante à derivada de um potencial tipo Lennard-Jones, foi 

introduzida ao cálculo no modelo: 

ijf
v
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aqui α controla a influência da velocidade dos vizinhos na nova direção (termo de movimento 

coletivo) enquanto β determina a influência da nova força de atração/repulsão dos animóides. 

Além da adição do termo de força, o ruído deixou de ser angular e passou para dentro da função 

argumento7, no qual iuv  é um vetor unitário de direção aleatória e Ni  é o número de vizinhos da 

partícula.  

A forma da força  usada foi a seguinte: ijf
v
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sendo ijev  é o vetor unitário apontando da partícula i para a j e rij a distância entre as duas. Os 

valores usados para as distâncias rc, re, ra e r0 foram 0,2, 0,5, 0,8 e 1,0, respectivamente. 

 É importante salientar que, embora o trabalho original tenha se baseado na força 

apresentada acima (Eq. 2.6), os autores afirmam que a forma precisa da força é de pouca 

importância e que os resultados podem ser generalizados para qualquer outro potencial do mesmo 

tipo [109]. Farei uso desta observação mais tarde, quando questionarei o potencial que melhor 

descreve as células. Outro detalhe importante do modelo de Grégoire foi o uso da partição espacial 

de Voronoi (Fig. 2.8) como critério para a determinação d os primeiros vizinhos. 

                                                 
7 A função argumento, que opera sobre unidades vetoriais, retorna o ângulo destes, que no presente caso será a direção 
de movimento do animóide. 
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Uma vez definido o modelo, Grégoire et al. foram bem mais longe do que o grupo de Vicsek 

na sua análise. Eles não apenas observaram como as duas fases “originais” (desordem e 

movimento coletivo global) respondem à presença do novo potencial de interação entre os 

animóides, como também identificaram em seus comportamentos as fases gasosa, líquida e sólida 

(Fig. 2.13). 

 

         
Fig. 2.13: Diagrama de fases de Vicsek-Gregoire [109]. 

A linha tracejada indica a transição para o movimento coletivo. (η =1/16 e L=180) 

 

 O critério usado para determinar a transição Gás/Líquido é se o tamanho (número de 

animóides) do maior aglomerado de células for igual ou maior que a metade do número total de 

animóides. Para a transição Líquido/Sólido o critério usado na existência ou ausência de troca de 

vizinhos durante uma certa janela de tempo transcorrido.  A transição para o movimento coletivo 

foi determinado pelo mesmo critério do trabalho de Vicsek et al. (Eq. 2.4). Estes serão os mesmos 

parâmetros que usarei para caracterizar o as fases do novo modelo, cuja descrição mais detalhada 

se encontra na seção 3.1. 
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2.5 Discussão e adaptação do modelo 

 

Os dois modelos aqui apresentados foram criados originalmente para descrever o 

surgimento do comportamento coletivo de grupos de animais macroscópicos, tais como bandos de 

pássaros, cardumes de peixes e rebanhos de gado. Acredito que tais modelos podem muito bem 

serem usados para descrever sistemas celulares desde que feito o devido ajuste dos parâmetros. 

Cada célula pode ser representada por um animóide e seu tamanho definido pela forma de um 

potencial , adaptado para uma descrição mais adequada de sua natureza.  ijf
v

É claro que, sendo um sistema de partículas, tal modelo servirá basicamente para 

descrever a evolução das posições relativa das células e suas distribuições conforme a variação dos 

parâmetros α, β e também do nível de ruído η. Uma das limitações dessa descrição é a 

impossibilidade de modelar células sem simetria esférica, como neurônios ou células musculares. 

Porém sua grande vantagem em relação aos demais modelos apresentados aqui é a sua 

potencialidade de reproduzir o movimento coletivo das células em sua dinâmica de segregação, 

fator que é completamente ignorado pelos demais. 

Tendo tudo isso em conta, a primeira mudança a ser feita em relação ao modelo original de 

Vicsek-Grégoire será a introdução de uma nova forma da força de atração/repulsão entre os 

animóides que esteja mais de acordo com a natureza das células (Fig. 2.14). 

 

     
Fig. 2.14: Comparação entre a forma das duas forças. 

Em (a), a força usado por Grégoire et al. Em (b), a nova. 
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Enquanto a primeira fórmula da força (Eq. 2.6) era descontínua (Fig. 2.14a) a nova já não 

mais o deve ser (Fig. 2.14b), pois não faz mais sentido um aumento abrupto da força de atração 

quando as células estão mais afastadas entre si. De fato, o novo potencial deve ser de curtíssimo 

alcance, ou, se assim me for permitido chamá-lo, um potencial de contato. Nomeio-o assim, pois, 

devido ao fato da adesão celular se dar através de ligações entre proteínas presentes em suas 

membranas (conforme visto no capítulo anterior), duas células somente podem interagir se 

estiverem em contato direto umas com as outras8. Assim sendo a força de atração deve ser de tal 

forma que a distância máxima de interação (d0) deve ser muito próxima de sua distância de 

equilíbrio (de): 
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 Outra mudança fundamental do modelo que este trabalho propõe diz respeito à natureza 

de sua variável estocástica. No modelo original de Vicsek-Grégoire o ruído é proporcional ao 

número de vizinhos do animóide (Eq. 2.5). A justificativa disso, conforme eles mesmos relataram 

em [108], é que há um erro não somente na escolha da direção de movimento do animóide, mas 

também na leitura das posições e direções dos seus vizinhos, que servem de base para o cálculo da 

nova direção a ser tomada.  

Tal escolha, assim como a forma do potencial, talvez só se justifique em vista à modelagem 

de bandos de pássaros ou cardumes de peixes. Nesse sentido a descontinuidade (e aumento) da 

“força” de atração entre os animóides para maiores distâncias reflete o desejo ou medo instintivo 

destes seres de ficarem isolados do grupo que, quando muito afastados do resto, voltam correndo 

ao encontro do bando. Nessa interpretação d0 seria o limite de visão dos animóides, a partir do 

qual eles não enxergam mais o que está ao seu redor, ou seja, nesse caso o pássaro ou peixe teria 

se perdido.  

Da mesma forma, a proporcionalidade do ruído com o número de vizinhos faz sentido por 

que os animóides (peixes ou pássaros), embora tenham uma distancia de equilíbrio entre eles, 

esta não reflete um contato direto entre estes seres. Já no caso de modelagem de células, na 

distância de equilíbrio, e até mesma na distância d0, já há um contato físico (caderina-caderina) 

associado aos animóides. Deste modo não faz mais sentido dizer que há um erro de leitura em 

                                                 
8 Existe de fato interações de longa-distância entre alguns tipos de células [110], porém este tipo de atração, embora 
possa estar presente, é de intensidade muita fraca [111]. 
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relação às distâncias e orientações dos animóides vizinhos. O animóide (célula) já sabe quase que 

exatamente a distância dos seus vizinhos ao sentir a força com que ele está sendo empurrado ou 

puxado pelos outros (componente β), assim como já sabe a direção dos vizinhos ao sentir o arrasto 

do meio ao seu redor (componente α). Portanto aqui o ruído foi restaurado à sua forma original 

no que diz respeito a sua invariância com o número de vizinhos. Ele não se refere mais à erros de 

leitura, mas sim à temperatura (no sentido estatístico) associada ao sistema. 

 Portanto, a forma final para a direção do animóide no novo modelo ficou sendo: 

 

(2.8)  , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++=+ ∑∑ )()()(arg)1(

~~
tutftvt i

ij
ijij

ij
jij

rvv ηβαθ

 

cuja força  já foi descrita pela Eq. 2.7. ijf
v

 Embora este novo modelo aqui proposto aparentemente preserve o modelo original em sua 

essência, as adaptações feitas para adequá-lo a descrição das células já bastam para mudar pelo 

menos quantitativamente muitos resultados apresentados anteriormente pela tese de doutorado 

de Grégoire [107], no qual o modelo foi originalmente desenvolvido. Portanto uma nova 

exploração do diagrama de fases, assim como um novo estudo da difusão, se fazem necessários 

antes de eu poder seguir em diante no estudo da interação entre duas populações (tecidos) de 

animóides (células) diferentes e suas descrições dos fenômenos da morfogênese, em particular da 

segregação de tecidos. 

 A grande vantagem desse modelo em relação aos demais listados no começo do capítulo 

está na sua capacidade de testar a maioria das hipóteses biológicas que surgiram na última 

metade do século. O modelo de Potts celular [85], por exemplo, por se basear em um modelo 

estatístico de minimização de energias (que é o modelo de Potts, propriamente dito), conduz a 

estados de equilíbrio finais confiáveis, mas não tem uma dinâmica bem definida. O modelo de 

Sulsky [92], por sua vez, não define a princípio um tamanho mínimo nem máximo das células, o 

que além de não ser muito realista, dificulta uma exploração apropriada da hipótese da contração 

superficial de Harris [26]. Além disso, em nenhuma dessas representações as células tem uma 

velocidade bem definida, o que também impede-as de testar a hipótese de Jones et al [28]. 

 O modelo de animóides, por sua vez, além de ter uma velocidade bem definida para cada 

célula, inclui em sua dinâmica o movimento coletivo destas durante os processos de segregação, o 

que o enriquece ainda mais, justificando assim o seu uso para a simulação de tais fenômenos. 



 

 

 

 

 

 

 

Parte II 

 

Desenvolvimento do modelo 

 

 
 



 

 

 

Capítulo 3 
 

Reconstrução do diagrama de fases 
 

 

 Como já foi dito ao final do capítulo 2, o modelo de Vicsek-Grégoire sofreu modificações na 

sua essência de tal maneira que já não é mais possível tomar seus resultados quantitativos como 

ponto de partida. A reconstrução do diagrama de fases é de vital importância no estudo que 

pretendo fazer, pois ele não só dará uma clara idéia da região de interesse do espaço de 

parâmetros que deverá ser usado nos capítulos seguintes como também ajudará a desvendar 

muitas particularidades do modelo ao longo de sua reconstrução.   

 

 

3.1 Parâmetros de ordem 

 

 Os parâmetros de ordem que usarei na investigação do novo diagrama de fases são 

exatamente os mesmos que foram usados na tese de doutorado do Grégoire [107]. Talvez o uso 

deles não seja o mais adequado para a devida caracterização das fases do novo modelo, porém ao 

longo das investigações feitas eles pareceram satisfatórios. Existem basicamente 3 transições 

possíveis no modelo que são definidas numericamente pelas fórmulas abaixo: 
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A transição para o movimento coletivo (Eq. 3.1) é a mesma proposta originalmente por 

Vicsek (Eq. 2.8). Quando todos os animóides estiverem andando na mesma direção a soma 

vetorial de suas velocidades dividida pelo passo unitátio v0 (definimos Δt=1) será igual à 1. Se não 

houver movimento coletivo a soma vetorial das velocidades será em média zero (por isso a 

importância da média temporal) e o parâmetro de ordem será zero também. Uma carência deste 

parâmetro é que ele mede apenas a existência de um movimento global. Caso haja no sistema 

vários agregados, cada um se movendo em direções diferentes, o parâmetro não o distinguirá de 

um sistema totalmente parado, ou caótico. Para compensar isso também será medido φ como uma 

função do raio de vizinhança: 
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sendo n(r) o número de vizinhos do animóide i dentro da distância r. O que se espera é que, para 

uma determinada configuração do sistema, o gráfico de φ(r) seja uma curva com um máximo 

indicando a velocidade e o tamanho típico dos agregados em movimento (Fig. 3.1). Para r muito 

grande (se aproximando de L/2, com L igual ao tamanho do sistema), a curva decresce, pois cada 

agregado anda numa direção diferente. Para r muito pequeno também se espera que o parâmetro 

decresça, pois mesmo dentro de um agregado em movimento alguns animóides eventualmente 

andarão na direção contrária, seja devido ao ruído ou à preservação da distância de equilíbrio. Ao 

se olhar uma vizinhança maior esses efeitos perdem peso e o parâmetro cresce atingindo seu pico. 

 

 
Fig. 3.1: φ em função do raio de vizinhança. 

Parâmetros: β=2,0; α=0,3; L=68; N=1000. 
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A transição gás-líquido (Eq. 3.2) é caracterizada pela normalização do número de 

animóides do maior agregado do sistema (n) pelo número total de animóides (N). Em todas as 

simulações feitas neste trabalho o sistema começa de um estado inicial, no qual todos os 

animóides estão juntos. Se o sistema estiver na fase líquida (ou sólida) espera-se que os animóides 

se mantenham coesos num agregado principal, assim o parâmetro de ordem deve ser algo 

próximo ou igual à 1. Caso o agregado perca a coesão e os animóides comecem a evaporar e andar 

aleatoriamente no sistema, o tamanho do maior agregado (n) diminuirá até o valor mínimo de 1 

animóide e o parâmetro (Eq. 3.2) se aproximará de zero, o que indica a fase gasosa. 

A definição da transição sólido-líquido é um pouco mais complicada, pois é medida por um 

efeito secundário de longo prazo no sistema. A Eq. 3.4 mede a correlação entre a distância dos 

primeiros vizinhos de um animóide no tempo t (r2
ij(t)) e a distância posterior em um tempo t+T 

(r2
ij(t+T)), no qual T é o tempo de correlação. O que se espera é que na fase sólida os primeiros 

vizinhos permaneçam os mesmos, se afastando muito pouco do animóide foco, o que leva à razão 

r2
ij(t)/r2

ij(t+T)=1 e conseqüentemente Δ=0. Já na fase líquida os animóides conseguem difundir 

mais facilmente e a distância de um animóide para os seus primeiros vizinhos aumenta depois de 

um certo tempo T, o que leva à Δ=1, que caracteriza a fase líquida. 

Em princípio a fórmula funciona, porém o problema está na definição do tempo de 

correlação T. Com certeza ele deve ser grande o suficiente para dar tempo dos animóides 

difundirem, mas quanto tempo é tempo suficiente? Novamente, o critério aqui adotado foi o 

mesmo da tese de Guillaume Grégoire: 

 

"L'idée est de laisser le temps à un marcheur aléatoire de traverser son 

propre troupeau de part en part."1

 

Com tal critério, a medição do parâmetro de ordem Δ é feita muito antes de sua 

estabilização temporal, o que pode ser visto como uma definição insatisfatória da transição sólido-

líquido. Tentei esperar pela estabilização do parâmetro, mas o tempo computacional de simulação 

acaba ficando tão alto (aproximadamente 2 meses para cada amostra) que o estudo do diagrama 

de fases se torna completamente inviável. Além disso, a espera pela estabilização de Δ acabaria 

identificando como sólido apenas os sistemas totalmente congelados (cristalinos), nos quais 

absolutamente nenhuma troca de posição relativa dos animóides é possível. Caso o seja, ainda que 

por um infinitésimo de probabilidade, ao se esperar um tempo infinito (que corresponderia ao 

                                                 
1 “A idéia é de deixar transcorrer o tempo que um caminhante aleatório levaria para atravessar seu próprio agregado de 
ponta a ponta”. 
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tempo de estabilização nesse caso) todos os animóides acabariam se difundindo e o parâmetro 

indicaria a fase líquida. Obviamente esta não é uma diferenciação útil entre fases líquidas e 

sólidas, portanto parece sensato que o critério original seja preservado. 

 

 

Fig. 3.2: Deslocamento quadrático médio de um animóide livre. 

 

A figura acima, feita com uma média sobre 20 amostras, mostra a curva que foi usada 

como critério para a escolha do tempo de correlação T. Os raios médios (<r>) dos agregados 

foram medidos para diferentes tamanhos de sistemas e com base neles calculei, através de um 

ajuste linear da Fig. 3.2,  o tempo que um animóide livre levaria para atravessá-los (Tab. 3.1).  

 

N T 

200 ~25.000 

400 ~46.000 

600 ~66.000 

1.000 ~107.000 

10.000 ~890.000 
 

Tab. 3.1: Valores de T para cada diferentes tamanhos de sistema. 

 

 Assim como no trabalho anterior, o tempo de correlação T é diretamente proporcional à N. 

Isso já era esperado, pois em uma difusão normal a distância média percorrida por uma partícula 

livre é diretamente proporcional ao tempo (<d2> ∝ t), e como raio do agregado deve crescer com a 

raiz de sua área, que por sua vez é diretamente proporcional ao número de animóides, tem-se que 

rr ∝ N, que combinado com a primeira fórmula resulta em N ∝ t. 
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3.2 Exploração do diagrama 

 

 Definidos todos os parâmetros de ordem, a exploração do diagrama de fases é iniciada com 

α fixado em zero e β variante a fim de descobrir o ponto de transição entre as fases sólida e 

líquida. O parâmetro β foi variado de 1,1 até 1,8 em intervalos de 0,1. No gráfico abaixo está a 

variação do parâmetro Δ (Eq. 3.3) em função de β para 4 tamanhos de sistema diferentes: 

 

 

Fig. 3.3: Transição de ordem de Δ em função de β. 

O parâmetro de movimento coletivo α foi fixado em zero.   

 

 As curvas vistas acima (Fig. 3.3), por não serem simétrica e terem diferentes “níveis” do 

lado esquerdo, sugerem ser esta uma transição de segunda ordem em torno do ponto 

βΔ=1,55±0,05. Para verificar isto, existem basicamente dois procedimentos. O primeiro é construir 

o histograma da distribuição do parâmetro de ordem Δ para cada animóide do sistema para 

diferentes valores de β (Fig. 3.4a) e ver se há ou não a coexistência de fases, que indicaria uma 

transição de primeira ordem. Outro procedimento é, com base no valor do ponto crítico βΔ 

calculado, verificar se existe uma lei de potências nas proximidades deste (Fig. 3.4b).  
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Fig. 3.4: Evidências da transição de segunda ordem. 

Em (a) está a distribuição de Δ para quatro valores diferentes do parâmetro β: 1,6; 1,7; 1,9 e 2,1. 

Em (b) está o gráfico log-log de 1-Δ com β-βΔ. 

 

No primeiro gráfico pode-se ver que realmente não há a coexistência de fases típica de uma 

transição de primeira ordem. No segundo vejo que o comportamento do parâmetro 1-Δ realmente 

segue uma lei de potências quanto β se aproxima do ponto crítico βΔ: 

 

(3.5)  ,  δββ )(1 Δ−∝Δ− 0,05271,0 ±≅δ  

 

Tal resultado, embora surpreendente para uma transição sólido-líquido, não o é tanto se o 

modelo for analisado mais de perto. O parâmetro de ordem Δ é uma função diretamente associada 

à difusividade dos animóides. Esta difusividade por sua vez está relacionada diretamente à razão 

entre β e o ruído do sistema η. Como todos os animóides são idênticos e possuem a mesma relação 

β/η, todos terão também a mesma difusividade e logo o mesmo valor de Δ. A única exceção 

possível, caso aconteça, é para os animóides da borda do agregado que, devido à força de coesão, 

não consigam continuar difundindo para além desta. Porém este provável efeito some ao se 

aumentar o tamanho do sistema, isto é, seu número total de animóides. Fora isso é de se esperar 

que, sendo todos os animóides iguais em relação à difusividade, se um animóide está na fase 

líquida (ou sólida), então todos também estão. Acredito que a razão pela qual Grégoire et al. terem 

identificaram esta como sendo uma transição de primeira ordem se deve às diferenças no ruído e 

no potencial (Fig. 2.14 e Eqs. 2.5 e 2.8). Medidas do cumulante de Binder para o parâmetro de 

ordem Δ também não sugeriram nenhuma transição de primeira ordem. 
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Fig. 3.5: Exploração do diagrama de fases. 

O traço vermelho no eixo α=0 indica a transição S-L. 

 

 Estabelecido então o primeiro ponto de transição sólido-líquido para α=0, lanço duas 

linhas de exploração novas com α variante, uma com β fixado na fase sólida, em β=2,0, e outra na 

fase líquida, em β=1,0 (Fig. 3.5).  

O gráfico da Fig. 3.6 mostra a evolução dos 3 parâmetros de ordem com a variação de α 

para N=1000 animóides. Assim como na exploração anterior, para cada ponto foi feita uma média 

sobre 10 amostras. 

 

 

Fig. 3.6: Variação dos parâmetros em relação à α para β=2,0. 
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O sistema começa na fase sólido-estática com um único agregado principal e logo em 

seguida sofre uma transição de ordem sólido-líquida em torno de α=0,19, mantendo-se assim até 

o final do intervalo de variação de α estudado. Não há como saber com certeza se esta transição se 

deve a algum efeito de movimento coletivo dos animóides ou apenas a perda de peso do 

parâmetro β em relação ao ruído η. Provavelmente a razão principal é esta última, pois o 

parâmetro φ se mantém zerado ao longo da transição, o que sugere que o aumento de peso de α 

serviu apenas para diminuir a proporção β/η.  

Após esta transição o parâmetro n/N indica que o sistema perde a unidade e se desfaz em 

pequenos agregados. E isto acontece ao mesmo tempo em que o parâmetro φ sofre um leve 

aumento entre α=0,22 e α=0,28. Seguindo a mesma interpretação anterior, concluo que a perda 

de unidade do sistema se deve, agora sim, ao surgimento do efeito de movimento coletivo dentro 

do agregado principal. Esta interpretação é corroborada pela evolução da função de correlação 

φ(r) (Eq. 3.4) com a variação de α para esta região de desmembramento do agregado (Fig. 3.7). O 

surgimento de um pico na curva com o aumento de α demonstra a existência de pequenas regiões 

de movimento. 

 

 

Fig. 3.7: Evolução da função φ(r) com o aumento de α. 

 

De fato, imagens da simulação com β=2,0 e α=0,22 mostram claramente um agregado 

principal com movimentos coletivos em algumas de suas regiões internas (Fig. 3.8). Isso acontece 

por que, de tempos em tempos, as direções de movimento de alguns animóides vizinhos 

coincidem e, por causa do α relativamente elevado, desencadeia-se um pequeno movimento 
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coletivo de pouca duração, uma espécie de “coice”, que deforma o agregado. À esses efeitos locais 

de súbito movimento interno de  uma região de um agregado darei o nome de pulsos.  

 

 

Fig. 3.8: Efeito dos pulsos. 

A seta em (a) indica a direção do pulso, que deixou buracos em seu percurso (c,d,e). 

 

Por causa da ainda forte coesão do sistema, dado por um parâmetro β elevado, o efeito dos 

pulsos logo se desfaz, principalmente quando sua propagação chega na borda do agregado (Fig. 

3.8). Um leve aumento de α para 0,24 parece ser o suficiente para quebrar a coesão do sistema 

principal e fragmentá-lo em pequenos agregados. Porém, como se pode ver na Fig. 3.6, isso ainda 

não é suficiente para a existência de um movimento coletivo global. Vídeos das simulações de 

α={0,24; 0,26 e 0,28} mostram que estes agregados andam e param toda hora, sem conseguir se 

manter em um movimento coletivo coerente por muito tempo. 

A partir de α=0,30 o parâmetro φ começa a subir indicando a transição para o movimento 

coletivo global. O interessante é que ele sobe praticamente junto com o parâmetro n/N (Fig. 3.6). 

Esta correlação não é uma coincidência, mas antes uma característica intrínseca do modelo. 

Depois de quebrada e fragmentada a unidade do sistema em torno de α=0,28, o aumento 

subseqüente do parâmetro α forma pequenos agregados com movimento coletivo ao lado de 

alguns animóides soltos em volta. Como a contribuição desses animóides soltos ao parâmetro φ é 
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nula, a composição de φ pode ser escrita como a soma das contribuições individuais de cada um 

desses pequenos agregados: 

 

(3.6)  
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, 

 

sendo na o número de animóides do agregado c  e φa a sua contribuição ao parâmetro φ.  

Porém tal descrição é insatisfatória, pois se cada um desses agregados estiver andando em 

uma direção diferente a soma da Eq. 3.6 acabará sendo zero. O que eu posso fazer é, dentre desses 

agregados, discriminar o maior deles e evidenciá-lo na soma: 
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no qual n+ e φ+ se referem ao maior agregado. Agora o somatório na Eq. 3.7 se refere somente aos 

demais agregados. Como a sua soma será inevitavelmente zero, salvo alguma coincidência 

passageira e improvável, o parâmetro φ chegará fatalmente em um valor próximo do parâmetro de 

ordem da transição gás-líquido (Eq. 3.2): 
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 Esta é a razão pela qual os dois parâmetros de ordem sobem praticamente juntos no 

gráfico da Fig. 3.6. Isto também acaba mostrando que a transição da fase gasosa para a de 

movimento global coerente se dá pela fusão gradual de pequenos agregados e animóides soltos em 

um agregado movente principal. Sendo assim, as duas transições só podem ser de primeira 

ordem. 

 A gráfico da variação de α com β=1,0 (Fig. 3.9) apenas confirma novamente o que acabou 

de ser dito sobre os dois parâmetros. Para α < 0,34 o sistema está na fase gasosa, logo o 

parâmetro de ordem Δ nessa região não faz mais sentido e pode ser ignorado. 
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Fig. 3.9: Variação dos parâmetros em relação à α para β=1,0. 

 

 

3.3 Discussão 
  

 Além das duas linhas de exploração mostradas anteriormente também verifiquei as 

transições de fases em outras regiões. Para todas elas supus que a natureza das transições 

permaneceu inalterada. O diagrama de fases resultante foi o seguinte: 

 

 

Fig. 3.10: Diagrama de fases do novo modelo. 

A segunda linha se refere a uma transição L-G para uma densidade 4x maior.  
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As duas curvas entre as fases líquida e gasosa indicam a dependência desta transição com a 

pressão de vapor. Na linha mais de baixo o sistema tem uma densidade quatro vezes maior que na 

de cima. Esta pode ser dita como a primeira grande diferença no diagrama de fases do novo 

modelo. Isto não acontecia no original por duas razões: Primeiro por que força usada então tinha 

um alcance atrativo maior que mantinha a coesão do sistema. E em segundo lugar, porém tão 

relevante quanto, por que a proporcionalidade do ruído com o número de vizinhos fazia com que a 

borda do agregado fosse menos “agitada” que o seu centro. Como a densidade foi mantida fixa 

durante todas as demais simulações, esta dependência do diagrama de fases não foi aprofundada. 

 A segunda grande diferença é a inexistência de uma fase gasosa em movimento. 

Novamente isto se deve ao menor alcance da força usada. No modelo original os animóides podem 

influenciar a direção do movimento seus vizinhos à uma distância relativamente grande quando 

comparada ao que seria sua distância de equilíbrio (duas vezes). No modelo apresentado aqui, 

como é necessário o contato entre dois animóides (estarem próximos à distância de equilíbrio) 

para que um consiga influenciar na direção de movimento do outro, a fase movente só pode ser 

coesa e por isto ela é chama de Am (Agregado movente). 

 A terceira diferença é inexistência de interfaces de transição entre as fases líquida e sólida 

com a movente. Antes do movimento coletivo o sistema sempre passa por uma fase gasosa. Esta 

diferença se deve a dois fatores. O primeiro é a localidade da manifestação do parâmetro α. Ao 

contrário do parâmetro β, cujo efeito se faz sentir em todos os animóides imediatamente não 

importando a posição ou quantidade de vizinhos ao seu redor, o parâmetro α só se manifesta 

quando um certo número mínimo de vizinhos do animóide apresentam direções convergentes. 

Quando α é muito pequeno, essas configurações fortuitas de direções de movimento dos 

animóides dentro do agregado passam despercebidas. Mas à medida em que o parâmetro se eleva 

isso acaba desencadeando um movimento coletivo desses animóides, porém ainda não forte o 

suficiente para arrastar todo o agregado. O que acontece então é que devido às forças de atração 

estes animóides também não conseguem romper seus contatos com os animóides em repouso e 

assim o movimento é dispersado. O evento que acabei de descrever se torna cada vez mais 

freqüente com o aumento de α, acontecendo em diferentes lugares do agregado simultaneamente. 

Esta é uma das razões pela quais o agregado inevitavelmente se fragmenta com o aumento do α 

dando origem à fase gasosa. As outras são novamente o curto alcance da força em relação à 

distância de equilíbrio e o ruído independente do número de vizinhos. Assim como isto dá origem 

à evaporação de animóides da superfície do agregado, também qualquer movimento mais forte de 

um grupo de animóides perto da borda já é suficiente para romper o contato com o agregado. 
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 Uma última diferença em relação ao modelo original que deve ser frisada diz respeito à 

fase movente. Nessa fase, embora o parâmetro n/N indique a existência de um agregado principal, 

ele não se mantêm coeso durante o processo, como pode ser visto nas figuras abaixo: 

 

 

Fig. 3.11: Fusão de dois agregados em movimento. 

 

 

Fig. 3.12: Fragmentação de um agregado em movimento. 
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 A Fig. 3.11 mostra a colisão e posterior fusão de dois agregados em movimento. Como um 

deles é muito menor em relação ao outro o agregado resultante segue a mesma direção de 

movimento do maior, o que mostra uma certa inércia no sistema. Já a Fig. 3.12 mostra o processo 

contrário, onde um pedaço do agregado movente se desprende deste. Como este processo 

acontece mais freqüentemente na cauda do agregado e a fusão na sua dianteira a forma do 

agregado movente tende a se aproximar a de um triângulo alongado na direção de seu eixo de 

movimento. 

  

 



 

 

 

Capítulo 4 
 

Estudo da difusão 
 

 

 Conhecendo-se então as diferentes fases do sistema para diferentes combinações dos 

parâmetros α e β, resta saber como é o movimento individual do animóide em cada uma dessas 

fases (caso homogêneo) e também como ele se moveria dentro de um agregado onde sua interação 

com os demais animóides diferisse da interação interna daqueles (caso heterogêneo). A fim de 

compreender o comportamento microscópico dos animóides, será feito neste capítulo o estudo de 

suas propriedades difusivas. 

 

 

4.1 Medidas de difusão 
  

 A palavra difusão pode ser entendida de duas maneiras diferentes: ela pode designar tanto 

o fenômeno no qual uma certa concentração de matéria se espalha dentro de um meio poroso (ou 

permeável), assim como designar o movimento de uma partícula devido à temperatura do meio 

em que ele se encontra. Ambas as definições estão relacionadas, já que é o movimento individual 

das partículas que vai dar origem à disseminação da matéria no meio em que ela se encontra.  

Este fenômeno, porém, pode se apresentar de muitas formas diferentes, dependendo das 

propriedades da matéria e do meio onde ela se difunde. Para caracterizá-lo, define-se uma 

constante de difusão D como: 

 

(4.1)   ξ>Δ<
>Δ<

=
td

rD
2

2

 

 

sendo <Δr2> o deslocamento quadrático médio das partículas difusivas no meio, <Δt> o intervalo 

(janela) de tempo durante o qual o deslocamento foi medido, d a dimensão do espaço e ξ o 
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expoente de difusão. Como todas as simulações feitas aqui são em duas dimensões, d será sempre 

igual a 2. 

 Há duas maneiras de se medir a constante de difusão (Eq. 4.1), a primeira é esperar um 

intervalo de tempo (Δt) muito grande e medir o deslocamento quadrático médio (<Δr2>) das 

partículas. Porém, para isso é necessário conhecer o valor do expoente de difusão ξ. Em sistemas 

normais, onde o movimento das partículas tem um caráter predominantemente aleatório, o 

deslocamento quadrático médio é diretamente proporcional ao tempo decorrido (<Δr2> ∝ <Δt>), 

logo o expoente de difusão é ξ =1. Quando a difusão é dificultada por alguma razão o expoente 

medido é <1 e o sistema é dito subdifusivo. Já no caso contrário, com ξ >1, o sistema é dito 

superdifusivo, o que geralmente acontece quando há alguma força não estocástica atuando nas 

partículas. Particularmente, quando em média essas forças compensam as forças estocásticas que 

dificultam o movimento das partículas, o deslocamento delas acaba sendo diretamente 

proporcional ao tempo decorrido (<Δr> ∝ <Δt>). Nestes casos o expoente é igual a 2 e o sistema é 

dito balístico. Esse valor também estabelece um limite teórico no valor do expoente difusivo, já 

que um valor de ξ >2 significaria um sistema onde as partículas estariam acelerando. Partículas 

sujeitas a um campo externo podem apresentar tal comportamento, mas nesse caso já não se trata 

mais de sistemas difusivos. 

 Porém, como saber se o sistema é subdifusivo, normal, superdifusivo ou balístico? A priori 

não se tem como saber isso, exceto alguns casos muitos simples. Portanto deve-se usar um outro 

método que consiste em medir no sistema o deslocamento quadrático médio (<Δr2>) em função 

da janela temporal (Δt). Isto significa que, dada uma certa trajetória da partícula correspondente a 

uma simulação (ou experimento), será feita uma média ao longo dessa trajetória de quanto ela se 

deslocou (<Δr2>) dentro de um certo intervalo de tempo (<Δt>).  

 

(4.2)   
ξ>Δ<=>Δ< tdDr 22

 

 Se esta função for colocada em escala logarítmica, então o expoente ξ pode ser calculado a 

partir da inclinação da curva e a constante D pela intersecção da curva com o eixo das ordenadas: 

 

(4.3)   )ln()2ln()ln( 2 >Δ<+=>Δ< tdDr ξ

 

 Em todas as simulações conduzidas neste capítulo a difusão será caracterizada por estes 

dois valores, a constante D e o expoente ξ, que serão medidos por esse último método aqui 
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descrito. Os sistemas serão compostos por N=3000 animóides e as medidas de difusão serão 

feitas com médias de 6 amostras. O animóide localizado no centro de massa do agregado (Fig. 4.1) 

será o animóide difusivo, que pode ter valores dos parâmetros αa e βa diferentes dos demais 

animóides do agregado (αAgr e βAgr).  

 

 

Fig. 4.1: Agregado de 3000 animóides. 

Em verde, ao centro, está o agregado difusivo e em volta, em azul, seus primeiros vizinhos. 

 

 Como o estudo a ser feito aqui inclui agregados na fase movente (α >0), a medição do 

deslocamento quadrático médio do animóide difusivo (<Δr2>) não pode ser feita em relação à sua 

posição original. Uma solução seria calcular seu deslocamento em relação ao centro de massa do 

agregado, que acompanha o movimento do sistema. Porém, como foi visto ao final do Capítulo 3, 

o agregado movente está constantemente perdendo animóides na sua “cauda” e ganhando 

animóides em sua “dianteira”. Desse modo o centro de massa está sempre se movendo em direção 

a “dianteira” do agregado e uma medida de <Δr2> nesse referencial indicaria uma difusão (tanto 

na constante D como no expoente ξ), maior do que a esperada. Em tal situação, mesmo que o 

animóide nunca trocasse de posição em relação aos vizinhos, a medida indicaria um deslocamento 

da parte dele. Além disso, a quantidade de animóides perdidos não é necessariamente igual à 

quantidade de animóides absorvidos, o que complica ainda mais a situação.  

A solução utilizada para contornar o problema consiste em calcular o deslocamento 

quadrático do animóide em relação aos seus primeiros vizinhos (em azul, na Fig. 4.1): 

 

(4.4)  >−<=−=>Δ< ∑ 222 )()(1
viza

viz
viza

viz

rrrr
n

r rrrr
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sendo ra a posição do animóide difusivo, nviz o seu número de vizinhos no início da simulação e rviz 

a posição atual desses vizinhos. 

 

 

4.2 Caso sem movimento coletivo 
  

 Por simplicidade de análise, o estudo da difusão será primeiramente feito para sistemas 

que não apresentam movimento coletivo (α=0). Destes, o primeiro caso a ser explorado é o 

homogêneo, no qual todos os animóides possuem o mesmo parâmetro de força β.  

 

 

Fig. 4.2: Difusão para diferentes valores de β. 

 

A Fig. 4.2 acima apresenta <Δr2> x <Δt> para quatro valores de β. Nela pode-se identificar 

claramente dois comportamentos distintos para <Δr2>. Enquanto em dois casos (β=1,2 e 1,4) o 

comportamento é linear, como era de se esperar, nos outros dois (β=1,7 e 2,0) o comportamento é 

bastante diferente. Para janelas de tempo menores que um certo valor (algo em torno de 200 mil 

passos) o comportamento é linear com inclinação perto de zero e para janelas de tempo maiores 

as curvas voltam a ter a mesma inclinação que as primeiras. Essa diferença de comportamento 

reflete a fase sólida em que os dois agregados com β=1,7 e 2,0 se encontram (rever o diagrama de 

fases apresentado na Fig. 3.10). Nessa região do diagrama o animóide fica preso dentro da 

estrutura aproximadamente hexagonal do agregado, sendo preciso decorrer um grande intervalo 

de tempo para trocar de posição com algum animóide vizinho. Esse tempo de espera é chamado 
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de tempo de confinamento do animóide (simbolizado por tconf) e é calculado pelo ponto em que as 

extrapolações dos ajustes lineares das duas diferentes inclinações da curva se cruzam, conforme 

pode ser visto na Fig 4.3a. 

 

  

Fig. 4.3: Ilustração do cálculo do tempo de confinamento (tconf) do animóide. 

Em (b) as duas últimas curvas da Fig. 4.2 (β=1,7 e 2,0) com o tempo de confinamento 

descontado. 

 

 Os valores das inclinações finais das curvas (ξ), assim como a constante de difusão D 

foram medidos descontando-se o tempo de confinamento dos animóides (tconf), cujos valores 

podem ser vistos na tabela baixo.  

 

β 1,2 1,4 1,7 2,0 

ξ ~0,97461 ~0,95553 ~1,0554 ~0,95635 

D ~9,01E-4 ~9,25E-4 ~6,192E-6 ~1,617E-6 

tconf - - ~3240,0 ~12647,7 
 

Tab. 4.1: Valores de difusão e tempo de confinamento para as curvas da Fig. 4.2. 

 

 Como se pode ver da Tab. 4.1, o expoente ξ medido nos 4 sistemas tem um valor próximo 

de 1, o que indica que sua difusão permanece normal em todos os casos. Já a medida da constante 

D indica que nos agregados sólidos (com β >1,55) a difusão dos animóides é mais lenta, o que é 

um reflexo da estrutura hexagonal em que se encontram. 
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Para o caso heterogêneo, em que o parâmetro de força do agregado (βAgr) é diferente do 

parâmetro de força do animóide (βa), descobriu-se que a fase do agregado (líquida ou sólida) influi 

no movimento do animóide. Mesmo que ele tenha um valor de βa na fase sólida, a fase líquida do 

agregado em torno acaba induzindo o animóide a se comportar como um líquido. Isto porque, não 

havendo mais a estrutura hexagonal à sua volta, o animóide deixa de estar preso pelos seus 

vizinhos e fica livre para se movimentar dentro do agregado, onde todos os demais animóides 

estão constantemente trocando de posição. A Fig. 4.4a a seguir apresenta essa situação. Nela o βAgr 

foi mantido na fase líquida (=1,2) enquanto o βa foi variado de 1,2 até 2,0. Mesmo quando o 

animóide difusivo tem um β alto (βa=1,7 e 2,0) há a ausência do tempo de confinamento, que 

caracterizaria a fase sólida. 

 

    

Fig. 4.4: Influência do agregado no comportamento do animóide. 

Em (a) o agregado líquido faz com que todos os animóides comportem-se como líquidos 

também. Em (b) o aumento do βAgr induz o aparecimento de tempos de confinamento no 

animóide líquido. No gráfico interno estão as curvas para βAgr=1,7 e 2,0 com o tempo de 

confinamento (tconf) descontado. 

 

Já na Fig. 4.4b foi variado o βAgr enquanto o βa foi mantido fixo em 1,4 (líquido). Neste 

gráfico pode-se notar o efeito inverso. O aumento de βAgr para fases sólidas (1,7 e 2,0) faz surgir o 

aparecimento de tempos de confinamento e, conseqüentemente, a diminuição do valor da 

constante de difusão D. O expoente de difusão ξ, porém, manteve-se em torno de 1 nas 4 curvas, 
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como se pode ver na Tab. 4.2 a seguir. Para outras combinações de βAgr com βa o expoente ξ 

também retornou valores próximos de 1. 

 

βAgr 1,2 1,4 1,7 2,0 

ξ ~0,97764 ~0,95553 ~1,0073 ~1,047 

D ~8,074E-2 ~9,25E-4 ~1,987E-4 ~1,247E-4 

tconf - - ~410,1 ~444,6 
 

Tab. 4.2: Valores de difusão e tempo de confinamento para as curvas da Fig. 4.4b. 

 

 

4.3 Caso com movimento coletivo 
 

Uma vez entendido como se comporta a difusão em sistemas heterogêneos “estáticos”, 

passa-se agora à exploração dos casos em que o agregado está em movimento (α >0). Pretende-se 

aqui responder a duas questões principais: se a difusão interna do agregado continua normal e se, 

para os casos heterogêneos, o animóide difusivo com α pequeno acompanha o agregado movente.  

 

 

Fig. 4.5: Exploração da difusão para α>0. 

 

As simulações foram feitas em duas linhas de exploração diferentes, indicadas na Fig. 4.5. 

Na primeira série de simulações fixei os valores de βAgr em 1,2 (na fase líquida) e variei somente o 

parâmetro coletivo α. Na segunda o método foi o mesmo, mas βAgr foi fixado em 2,0 (na fase 

sólida). 
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4.3.1 Agregado líquido (β=1,2) 

 

 Começo pelo estudo do caso em que β está na fase líquida. O primeiro resultado a ser 

apresentado é o caso homogêneo, em que a variação do parâmetro α é igual tanto para o animóide 

difusivo como para o agregado. A Fig. 4.6 a seguir apresenta <Δr2> x <Δt> para três valores de α. 

 

 

Fig. 4.6: Difusão para diferentes valores de α com β=1,2. 

 

Nota-se inicialmente que a curva com parâmetro α=0,60 aprece deslocada para baixo em 

relação às demais. Isso ocorre devido a duas razões, a primeira é que para esse valor de α o 

sistema está na fase movente (Fig. 4.5), e a segunda é devido ao tamanho de passo fixo (v0) dos 

animóides. Como todos eles têm que se movimentar na mesma direção devido ao parâmetro α, e 

como não há como fazer um deslocamento maior ou menor por passo de tempo, acaba sobrando 

pouca margem de movimento lateral para os animóides difundirem em relação ao eixo de 

deslocamento do agregado. Conseqüentemente a velocidade relativa de um animóide em relação a 

outro fica reduzida, o que se reflete em uma baixa constante de difusão D (Tab. 4.3). 

 

α 0,00 0,15 0,60 

ξ ~0,96903 ~0,98258 ~1,02874 

D ~1,229E-3 ~2,798E-3 ~3,414E-5 
 

Tab. 4.3: Medidas de difusão para diferentes valores de α. 
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De acordo com os valores da Tab. 4.3, a difusão é normal nos 3 casos (ξ ~1), o que indica 

que a transição do agregado para a fase movente não alterou de maneira significativa o 

comportamento dos animóides, salvo a já mencionada diminuição de sua constante de difusão D.  

 

   

Fig. 4.7: Efeito de pulsos refletido na difusão dos animóides. 

Nos gráficos internos são mostradas as curvas para αa=0,60 descontados o tempo de troca de 

comportamento (Δt =10 passos) e o valor de <Δr2> nesse tempo.  

 

Porém, no caso heterogêneo existem duas mudanças significativas na natureza da difusão 

dos animóides. O primeiro pode ser visto nos gráficos da Fig 4.7, onde o parâmetro αAgr foi 

mantido fixo (em 0,00 e 0,15), enquanto αa foi variado. Quando o valor desse é de 0,6, pode-se 

notar uma superdifusividade para pequenos intervalos de tempo (Δt <10 passos), que logo voltam 

ao normal para janelas de tempo maiores (Tab. 4.4).  

 

αAgr 0,00 0,15 

ξ  (Δt < 10 passos) ~ 1,29774 ~ 1,68755 

ξ  (Δt > 10 passos) ~ 0,98764 ~ 0,91365 
 

Tab. 4.4: Presença de dois regimes de difusão. 

Os expoentes se referem às curvas da Fig 4.7 com αa=0,6. 

 

Pode-se imaginar duas hipóteses para se explicar tal fenômeno. A primeira é de que esta 

superdifusividade do animóide para pequenos intervalos de tempo está diretamente associada aos 



 66

fenômenos de pulsos, que foram observados ao final do capítulo anterior. Outra hipótese é de que 

isso seja apenas uma maior agitação em torno da posição de equilíbrio induzida pelo aumento do 

parâmetro de movimento coletivo αa. 

Se a primeira hipótese for a correta então os animóides vizinhos ao animóide difusivo 

estaria acompanhando-o nos seus deslocamentos, quanto que na segunda hipótese o movimento 

dos animóides vizinhos estariam descorrelacionados com o animóide difusivo. Portanto uma 

maneira de distinguir entre as duas hipóteses é medir o parâmetro de movimento coletivo φ em 

torno do animóide difusivo. Para isso pode-se usar a função φ(r), definida pela Eq. 3.4, que 

correlaciona o movimento coletivo com o raio de vizinhança dos animóides. Porém, como essa 

função é medida para todos ao animóides do sistema, se faz necessário descriminá-la em φAgr(r) e 

φa(r), sendo que a primeira se refere à média do agregado e a última é feita apenas para o 

animóide difusivo.  

 

 

Fig. 4.8: α elevado do animóide difusivo gera pulsos em agregados estáticos. 

 

A Fig. 4.8 mostra que, enquanto o agregado como um todo não apresenta movimento 

coletivo, o animóide difusivo possui um valor de φa muito elevado em torno de sua vizinhança. Isto 

acaba descartando totalmente a segunda hipótese, pois segundo ela não deveria haver correlação 

entre o movimento do animóide difusivo e seus vizinhos. Portanto fica claro que o mecanismo 

responsável pela superdifusividade em pequenos intervalos de tempo são os pulsos. 

Outra informação que pode ser tirada da Fig 4.8 é o aumento da intensidade dos pulsos 

com o aumento do αAgr. A curva de φa para αAgr=0,15 está levemente acima da curva de φa para 
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αAgr=0,00. Isso também pode ser notado nos gráficos da Fig. 4.7, onde para αAgr=0,15 a curva 

inteira foi deslocada mais para cima. 

 

αAgr 0,00 0,15 

D (Δt > 10 passos) ~4,543E-3 ~5,971E-2 
 

Tab. 4.5: Valores da constante D das curvas da Fig. 4.7 com αa=0,6. 

  

 Além de aumentar o expoente de difusão (ξ) do animóide para curtos períodos de tempo 

(Tab. 4.4),  a presença dos pulsos também afeta o seu movimento a longo prazo, como se pode ver 

pelos valores da constante de difusão (D) do animóide na Tab 4.5. 

Uma última informação que se pode tirar da Fig. 4.7 é que o mesmo deslocamento para 

cima das curvas que se observa para αa=0,60, ocorre também para valores menores de αa (=0,15). 

Isto sugere que nestes casos também há a presença de pulsos que ajudam o animóide a se deslocar 

mais rapidamente. Este resultados será importante mais tarde para explicar o efeito do parâmetro 

α  na segregação celular. 

 

 

Fig. 4.9: Ocorrência de superdifusão em agregados moventes. 

 

A segunda mudança significativa na difusão diz respeito ao caso onde o agregado está na 

fase movente (αAgr=0,60). Como se pode ver no gráfico acima (Fig. 4.9), quando o animóide 

difusivo tem um valor de αa pequeno ele acaba apresentado uma superdifusão, enquanto que no 

caso em que αa=αAgr sua difusão é normal (Tab. 4.6). 
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αa 0,00 0,15 0,60 

ξ ~1,9469 ~1,85108 ~1,02874 
 

Tab. 4.6: Inclinações das curvas da Fig. 4.11. 

 

De fato, quando o αa é zero, sua difusão dentro do agregado movente chega a ser quase 

balística, com ξ  muito perto de 2 (~1,9469). Como seria totalmente inverossímil uma hipótese em 

que o animóide difusivo com αa<αAgr esteja andando mais rápido que o agregado, a conclusão é de 

que, devido ao pequeno valor (nesse caso específico, a inexistência) do parâmetro αa, o animóide 

difusivo não consegue acompanhar o movimento do agregado e acaba sendo deixado para trás. 

Mais uma vez isso pode ser demonstrado pelo gráfico da função φ(r) na Fig. 4.10: 

 

 

Fig. 4.10: Animóides com baixo α não acompanham o movimento coletivo. 

 

Quando a média de φ(r) é feita para pequenas distâncias, pode-se notar que o valor do 

parâmetro φa (com αa=0,0) é menor do que a da média dos animóides do agregado (com 

αAgr=0,6). Isto demonstra que o animóide difusivo não segue perfeitamente o movimento coletivo 

do agregado, como já era esperado. Porém, devido ao ainda grande valor de φa para pequenas 

distâncias, pode-se concluir que um certo arraste ainda existe. Isto acontece porque dentro do 

agregado ele está constantemente se chocando com outros animóides que se deslocam na direção 

do movimento coletivo. Como o animóide difusivo deve preservar o seu volume devido à força fij 

(Eq. 2.7), ele acaba sendo empurrado pelo movimento dos animóides que vêm de trás, o que 

também explica o porquê do expoente ξ não chegar a ter um valor balístico (=2). Esse arraste, 
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porém, não é suficiente para fazê-lo acompanhar o movimento do agregado, e o animóide difusivo 

acaba ficando para trás, o que gera a sua aparente superdifusão. Um fenômeno semelhante foi 

observado em um experimento conduzido por Libchaber e Wu [112] (e mais tarde modelado por 

Grágoire et al. [113]), no qual uma pequena bola de poliestireno era arrastada por bactérias. 

 

 

4.3.2 Agregado sólido (β=2,0) 

 

 Na segunda linha de exploração (Fig. 4.5), com β=2,0 (fase sólida), não há muitas 

mudanças em relação aos resultados recém mostrados, com exceção da existência de tempos de 

confinamento para agregados com α  muito pequeno, como pode se ver na Fig. 4.11a a seguir: 

 

 

Fig. 4.11: (a) Presença de tempos de confinamento para β=2,0. 

Em (b) está o mesmo gráfico descontado o tempo de confinamento. 

 

αa 0,00 0,20 0,60 

ξ ~0,98617 ~0,97399 ~0,96306 

D ~1,087E-7 ~2,251E-7 ~5,635E-6 

tconf ~10118,0 ~7967,9 ~5550,2 
 

Tab. 4.7: Medidas de difusão e tempo de confinamento das curvas da Fig. 4.11. 

 

 Nesse caso pode-se notar mais claramente a existência dos pulsos pela clara elevação das 

curvas para pequenas janelas de tempo (Δt.<10 passos) com o aumento de αa. Descontando-se 
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esse tempo de confinamento (tconf), os animóides passam a difundir normalmente, como se pode 

ver pelos valores da Tab. 4.7, calculados a partir da Fig. 4.11b. 

 Quando o agregado está na fase movente o valor elevado de seu β (=2,0) poderia fazer com 

que o animóide difusivo com baixo valor de α fosse forçado a acompanhar o deslocamento do 

sistema. Porém, como se pode ver no gráfico abaixo (Fig. 4.12), isso não acontece e o animóide 

acaba sendo deixado para trás. 

 

 

Fig. 4.12: Alto valor de β não é suficiente para fazer o animóide acompanhar o movimento. 

Para β=2,0 as medidas de difusão para agregados moventes (α=0,60) foram quantitativamente 

iguais às das simulações para agregados moventes com β=1,2 (comparar com Fig. 4.9). 

 

 

4.4 Discussão 
 

 Ao longo das simulações aqui feitas, pode-se notar que para a maioria dos casos os 

animóides difundem normalmente, ou seja, o valor de seus expoentes difusivos ξ é de 

aproximadamente 1. Isso acontece inclusive quando os agregados estão na fase sólida, onde após 

um tempo de confinamento tconf, que caracteriza essa fase, os animóides continuam difundindo-se 

normalmente (Fig. 4.2 e Tab. 4.1).  

As duas exceções acontecem quando o αAgr é maior que zero. Nessa região do diagrama de 

fases (Fig. 4.5) podem acontecer dois efeitos distintos: (1) Quando o agregado está parado e o 

valor de αa é aumentado, começam a surgir os pulsos, que são definidos como movimentos 
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coletivos localizados de curta duração. Como conseqüência disso a curva de <Δr2> em função de 

Δt apresenta uma superdifusão (ξ >1) para pequenas janelas de tempo. (2) Quando o agregado 

está na fase movente e o animóide tem valor de αa<αAgr, ele não consegue mais acompanhar o 

deslocamento dos demais e é deixado para trás. Como conseqüência o gráfico de <Δr2> em função 

de Δt (medido através da Eq. 4.4) acaba apresentando uma superdifusão aparente. O valor do seu 

expoente ξ não chega a ser balístico porque há um pouco de arraste devido à força de interação fij 

(Eq. 2.7) dele com os demais. 

O primeiro efeito descrito acima, sobre os pulsos, é de especial interesse, pois ele 

desempenhará um papel importante no próximo capítulo, onde se estudará a segregação de 

tecidos. Outro efeito relevante é influência que o βAgr, tem no comportamento do animóide 

difusivo. Um animóide sólido dentro de um agregado líquido acaba se movendo como se fosse um 

líquido (Fig. 4.4a). O efeito contrário, porém, é menos acentuado, já que o agregado sólido induz 

apenas um pequeno tempo de confinamento no animóide líquido (Fig. 4.4b). Essas são boas 

notícias, já que num sistema composto de uma mistura de animóides líquidos e sólidos, todos os 

animóides conseguirão se difundir com relativa facilidade. A única exceção ficará por conta 

daqueles animóides sólidos cuja vizinha seja composta apenas de animóides também sólidos. 

Porém, longe de constituir um problema, esse será justamente o efeito que possibilitará o uso do 

modelo para a simulação da segregação celular. 



 

 

 

Capítulo 5 
 

Segregação celular 
 

 

 Nesta terceira parte do meu trabalho de mestrado pretendo começar de forma sistemática 

a aplicação do modelo proposto ao estudo da interação entre dois tecidos de animóides dentro de 

um mesmo sistema. Embora o modelo possua uma grande quantidade de parâmetros que possam 

ser variados, tais como a velocidade dos animóides e seus tamanhos, entre outras quantidades 

extensivas, o estudo será focado na variação de suas quantidades intensivas, α e β, da mesma 

maneira que fiz nos dois últimos capítulos. Estudarei o papel que diferentes combinações de 

valores desses parâmetros têm na forma final da estrutura do sistema e como se dá essa evolução. 

 

 

5.1 Parâmetro de ordem 
 

Como caracterizar então a organização espacial de dois tecidos distintos? Imagens do 

sistema nos dão muitas informações valiosas sobre isto, porém é necessário quantificar esta 

configuração, preferencialmente de maneira local, a fim de possibilitar um estudo quantitativo e 

sistemático do modelo. Ou seja, é necessário criar um parâmetro de ordem para o sistema. 

Umas das formas usadas por J. Graner e F. Glazier no seu artigo sobre segregação usando 

o modelo de Potts Celular [85] foi a medida do número total de vizinhos iguais e diferentes para 

cada tecido. Porém esta medida não parece muito adequada, pois necessita de dados externos 

para se fazer compreensível. Uma quantidade X de vizinhos diferentes para um certo tecido só é 

significativa se você já souber antecipadamente quantos vizinhos diferentes este tecido poderia 

ter, o que inclui saber se elas estão em um espaço de duas ou três dimensões e também se há 

homogeneidade ou heterogeneidade nos tamanhos relativos das células dos dois tecidos. 
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Levando em conta todas estas dificuldades, foi elaborada uma medida cujo valor absoluto 

visa ser significativo em si mesmo sem a ajuda de informações externas. Para isto é necessário que 

a contagem do número de vizinhos diferentes de um tecido esteja em contraste com o número de 

vizinhos iguais que ele tem, além de estar normalizado pelo número total de vizinhos no momento 

da medida. Esta medida se transcreve matematicamente como: 

 

(5.1)  
di

di

nn
nn

+
−

=Τγ , T corresponde ao tipo de tecido (verde, G, ou vermelho, R)  

 

no qual ni é o número de vizinhos iguais de uma célula, nd é o número de vizinhos diferentes e a  

média é feita sobre todas as células pertencentes ao tecido em questão.  

Esta medida sempre vai resultar em um número entre –1 (caso em que todas as células do 

tecido estão espalhadas, não tendo contato com nenhuma igual) e +1 (caso em que todas as células 

de um tecido estariam juntas sem manter contato com nenhuma diferente). O valor zero seria 

correspondente àquela configuração na qual as células de um tecido têm em média o mesmo 

número de vizinhos iguais e diferentes. 

 

 

5.2 Testando a hipótese da adesão diferenciada (Caso sem α) 

 

 O estudo aqui apresentado segue a mesma divisão geral feita na segunda parte: começo o 

estudo do caso em que o termo de movimento coletivo é zero para, depois de entendidos os 

fenômenos principais, passar ao estudo do caso com α>0. Como a hipótese da adesão 

diferenciada, na qual este trabalho se baseia, trata sempre de dois (ou mais) tecidos com 

adesividade interna diferente1, montei um sistema onde um dos tecidos (verde, G) tem grau de 

adesão βGG=2,0 (na fase sólida) e o outro (vermelho, R) tem grau de adesão menor, βRR=1,2 (na 

fase líquida). De maneira também semelhante aos experimentos biológicos mencionados no 

primeiro capítulo, as simulações aqui conduzidas começam de um estado onde todos os 

animóides estão misturados aleatoriamente dentro de um agregado (Fig. 5.1a). O sistema é 

composto por um total de 2400 animóides, sendo 1800 na fase líquida (vermelho) e 600 na fase 

sólida (verde). Essa proporção entre o número de partículas verdes e vermelhas serve para 

                                                 
1 Uma explicação mais detalhada da hipótese encontra-se no capítulo 1, seção 1.2. 
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facilitar o processo de segregação de tecidos, economizando o tempo de processamento necessário 

para o sistema atingir a envoltura total de um tecido pelo outro, que é a configuração final 

desejada (Fig. 5.1b). 

 

     

Fig. 5.1: (a) Estado inicial do sistema e (b) o estado de envoltura total2. 

 

 A partir deste estado inicial foram conduzidas várias simulações com diferentes valores 

para o grau de adesão entre os dois tecidos (βRG) de modo que o sistema deve passar pelos 3 

padrões descritos pela hipótese da adesão diferenciada (rever nota de rodapé 1):  

 

1 - Mistura de tecidos para βRG ≥ (βRR+βGG)/2 (Fig. 1.3);  

2 - Envoltura total de tecidos para (βRR+βGG)/2 > βRG ≥ βRR (Fig. 1.4); 

3 - Separação de tecidos para βRR >βRG (Figs. 1.5 e 1.6). 

 

 Porém, antes de apresentar os resultados desta série de simulações e conferir se os 

resultados concordam com a hipótese de Steinberg, deve-se antes discutir como o parâmetro de 

ordem γ (Eq. 5.1) distinguirá entre estes 3 padrões. Cabe ressaltar que esse parâmetro pode ser 

medido tanto em relação ao tecido vermelho (γR) como ao tecido verde (γG). Como é este último 

que tende a ser envolvido, usarei γG em todas as análises que seguirem e simplificarei sua notação 

para γ. 

                                                 
2 A Fig. 5.1b foi gerada artificialmente através de uma condição inicial especial na qual todos os animóides dentro de 
um certo raio passam a pertencer a um tecido diferente. Tal estado “perfeito” não corresponde ao resultado de 
nenhuma das simulações conduzidas ao longo deste trabalho, que apenas se aproximam de tal ideal. 
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Tendo o sistema um estado inicial onde os animóides estão misturados aleatoriamente 

(Fig. 5.1a) e uma proporção de tecidos onde para cada animóide verde se encontram 3 animóides 

vermelhos, o valor esperado de γ no estado inicial é de: 
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Portanto qualquer valor de γ medido acima de γ0 indicará uma segregação e qualquer valor 

abaixo indicará um processo contrário no qual os animóides verdes evitarão o contato uns com os 

outros. A esses tipos de sistemas é dado o nome de micelar. 

Além do valor de γ=γ0, que delimita a separação entre os dois primeiros padrões listados 

acima, pode-se construir um outro para separar os dois últimos padrões, que consiste em calcular 

o valor máximo que γ pode assumir antes de começar a separação dos tecidos (Fig. 1.5). Tal 

cálculo pode ser feito de maneira analítica (ver Apêndice A) ou ser medido diretamente no sistema 

através da construção artificial deste estado (ver nota de rodapé 2 referente a Fig. 5.1b). Devidas 

as aproximações feitas nos cálculos analíticos, será usada a última medição (ver Tab. 5.1).  

 

Procedimento 1o cálculo 2o cálculo 3o cálculo medição 

γEnv ~0,895578 ~0,884372 ~0,905739 ~0,901 
 

Tab. 5.1: Valores do γ de envoltura total (γEnv) calculados por 4 procedimentos diferentes. 

 

 Resumindo, para valores de βRG maiores que (βRR+βGG)/2=1,6, espera-se que a medida de γ 

retorne um valor menor que γ0=-0,5, ou seja, que o sistema se torne micelar; para valores de βRG 

entre βRR=1,2 e (βRR+βGG)/2=1,6, espera-se um γ entre γ0=-0,5 e γEnv=0,901, que é a região de 

segregação e envoltura total de tecidos; e para valores de βRG menores que βRR=1,2 espera-se que a 

medida de γ fique acima de γEnv=0,901, pois este é o caso em que os dois tecidos começam a se 

separar3. 

 Uma vez definido o que se espera das medidas do parâmetro de ordem, resta comparar as 

previsões com os resultados numéricos obtidos das simulações. Estas foram conduzidas para 16 

valores diferentes de βRG, que foi variado entre 0,4 e 10, e as medidas de segregação foram feitas 

após a estabilização do parâmetro γ, que para alguns casos levou aproximadamente 40 milhões de 

                                                 
3 Quando totalmente separados 1== ii nnγ  tanto para o tecido verde como para o vermelho. 
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passos. Os resultados podem ser conferidos no gráfico abaixo (Fig. 5.2), que de maneira geral 

concorda com as previsões: 

 

 

Fig. 5.2: Segregação em função de βRG. 

O eixo horizontal a está em escala logarítmica para melhor visualização. 

 

 Como se pode ver, os valores medidos de γ estão de pleno acordo com a hipótese da adesão 

diferenciada no que diz respeito ao limite inferior: de transição entre as regiões de mistura e 

segregação de tecidos. Já no limite superior, as medidas aparentemente não concordam muito 

com as previsões descritas anteriormente, já que as simulações com βRG=1,1 e 1,0 estão 

visivelmente abaixo do limite de separação γEnv. Essa diferença, porém, se deve ao fato deste limite 

ter sido calculado em relação a um estado ideal, que não leva em conta as deformações inerentes 

do sistema devido à presença da temperatura (ruído). Tendo isso em consideração, conclui-se que, 

para o tecido verde se aproximar do limite γEnv, é necessário, ou que ele se livre 

momentaneamente de todo o ruído em torno de modo a diminuir a sua área de contato com tecido 

vermelho, ou que ele realmente comece a se separar daquele, o que também irá diminuir sua área 

de contato com o outro tecido e, conseqüentemente, o fator nd na Eq.  5.1.  

Com certeza a segunda é a mais plausível das duas explicações, porém há uma terceira 

explicação, ainda mais simples, que é a de se concluir que o modelo simplesmente não conseguiu 
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reproduzir a hipótese neste ponto em particular. Porém, a verificação de imagens extraídas das 

simulações desta região em discussão (que podem ser vistas na Fig. 5.3) mostra que, de fato, o 

tecido verde se mantém submerso no tecido vermelho durante toda a simulação em βRG=1,2, 

enquanto que em βRG=1,1 os dois tecidos começam a se separar, confirmando as previsões feitas 

anteriormente. 

 

   
Fig. 5.3: Confirmação das previsões da hipótese da adesão diferenciada. 

Em (a) há a envoltura total do tecido verde pelo vermelho para βRG=1,2. Nos outros dois casos, 

para βRG=1,1 (b) e βRG=1,0 (c) os dois tecidos começam a se separar. 

 

 

5.3 Efeito do parâmetro α 

 

 Uma vez confirmado que o modelo consegue reproduzir com razoável sucesso as previsões 

da hipótese da adesão diferenciada apenas com o uso do parâmetro β, falta agora estudar o efeito 

do parâmetro α nos processos de segregação. A primeira pergunta que pretendo responder é se, 

semelhantemente ao que se sucedeu com outro parâmetro, é possível ocorrer o mesmo fenômeno 

em um sistema homogêneo em β, ou seja, se heterogeneidade do parâmetro de movimento 

coletivo α consegue gerar por si mesmo a segregação de dois tecidos. 

 A primeira série de testes foi feita com β fixado em 1,2 (na fase líquida) para os dois 

tecidos. Com β neste valor, um tecido pode ter o seu α variado de 0 até 0,15 antes de entrar na fase 

gasosa. Após isso o tecido pode voltar a formar um agregado movente a partir de α=0,45, porém 

um tecido deste tipo, que se desloca inteiramente em uma direção, não teria sentido biológico 

para o problema da segregação celular, pois nenhum dos experimentos relatados no capítulo 1 
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fizeram uso de tais tipos de culturas celulares. Tendo isso em vista a região de variação de α está 

restrita entre 0 e 0,15. 

 Se o termo de movimento coletivo de fato induz alguma segregação entre dois tecidos, 

poder-se-ia esperar que tal efeito fosse mais acentuado quanto maior fosse a diferença entre os 

seus α. Baseado nesta primeira intuição, construí um sistema onde um dos tecidos tem αRR=0,0 e 

o outro αGG=0,15, e variei o parâmetro intermediário αRG em 0,0, 0,06 e 0,15. O resultado final foi 

completamente frustante, como se pode ver pela Fig. 5.4a: 

 

 

Fig. 5.4: O parâmetro α não consegue induzir segregação. 

As simulações foram feitas a partir de um estado inicial misturado (a) e outro com um estado 

inicial já segregado (b). As duas linhas paralelas tem o mesmo significado que na Fig. 5.2. 

 

 Além do fato de nenhum dos 3 casos apresentar qualquer segregação entre os tecidos, eles 

nem mesmo conseguem sustentar uma situação de segregação (Fig. 5.4b) caso o sistema já 

comece com os dois tecidos segregados, como na Fig. 5.1b. Dezenas de outras simulações para 

diferentes combinações de valores de α foram feitas, porém todas apresentaram a mesma 

inocuidade.  

Uma segunda série de testes também foi feita com os dois tecidos na fase sólida com 

β=2,0, mas novamente os resultados das simulações foram decepcionantes, forçando a conclusão 

inevitável de que o parâmetro α, isoladamente, é incapaz de induzir segregação no sistema. 

Diante desses primeiros resultados infrutíferos pode-se duvidar da utilidade de qualquer 

exploração subseqüente do termo de movimento coletivo. Porém, como se verá mais adiante, esta 

impressão se mostrará falsa. Pois, se de um lado a variação do parâmetro α nos intervalos usados 

não gerou nenhum efeito na dinâmica de segregação de tecidos, por outro é um fato já verificado 
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(rever capítulo 3) que ele realmente muda o comportamento de um agregado gerando pequenos 

surtos de movimento coletivo localizado, aos quais foi dado o nome de pulsos. Portanto, embora o 

parâmetro α não seja capaz de gerar segregação por si, a sua presença em um sistema composto 

de tecidos com diferentes graus de adesão β (como os testados na seção 5.2), pode gerar mudanças 

na dinâmica de segregação. 

Para verificar tal possibilidade foi montado um sistema composto de 800 animóides de 

dois tipos de tecidos (na mesma proporção anterior) com valores de β que estimulem a melhor 

segregação possível. Para isso o grau de adesão interno do tecido vermelho foi aumentado para 

βRR=1,5 (ainda na fase líquida) e do tecido verde foi aumentado para βGG=2,3 (na fase sólida) a fim 

de diminuir a presença de flutuações na medida de γ. Visando também otimizar a envoltura total 

entre os dois tecidos, o valor do grau de adesão intermediário foi fixado em βRG=1,52. A partir 

desta base o parâmetro α foi variado de 0 até 0,15 (Fig. 5.5) a fim de observar seu efeito na 

segregação do sistema: 

 

 

Fig. 5.5: Efeito do α na dinâmica de segregação. 

A seta indica a melhor relação entre γ final e o seu tempo de saturação. 

 

 Como se pode ver na figura acima a introdução do termo α aumentou a velocidade de 

segregação dos tecidos, porém sua presença também diminui o valor de segregação final do 

parâmetro γ quando comparado ao caso sem α. Para se entender porquê isto ocorre é necessário 

se estudar mais detalhadamente o processo de segregação, o que será feito a seguir. 
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5.4 Dinâmica de segregação 

 

Como já foi dito no capítulo 1, um dos principais aspectos que os modelos (matemáticos ou 

não) precisam explicar corretamente é como ocorre a dinâmica de segregação de tecidos que 

levam ao padrão de envoltura total (Fig 5.3a). Para se estudar como isto se forma neste modelo, 

serão conduzidas simulações para 4 tamanhos diferentes de sistema (número total de animóides, 

N=800, 1600, 3200 e 6400) com os mesmos valores dos parâmetros β usados na segunda parte 

da seção 5.3. O valor de α a ser usado é de 0,1 (indicado na Fig. 5.5 por uma seta), pois sua 

segregação (γ≅0,65) é quase tão boa quanto o da simulação com α=0,05 (γ≅0,60), com a 

vantagem desta medida levar a metade do tempo para se estabilizar (~3,5 milhões de passos). 

Para se caracterizar a dinâmica de segregação o parâmetro de ordem γ não é adequado, 

pois ele dá uma informação global do sistema que pouco ajuda na descrição da evolução de suas 

partes, que é o que está em jogo aqui. Tudo o que ele nos indica é que o sistema começa de uma 

mistura com o tecido verde espalhado dentro do vermelho (Fig. 5.1a), e termina com o tecido 

verde reunido em um único grupo (agregado4) bem definido dentro do tecido vermelho (Fig. 

5.3a). No intervalo entre estes dois instantes pode ocorrer 3 processos diferentes. São eles: 

 

1 - Os animóides verdes, que estão inicialmente espalhados, começam a se juntar uns com 

os outros e formar pequenos agregados dentro da mistura. Após isso vem uma segunda etapa, na 

qual estes agregados, por não estarem parados dentro da mistura, eventualmente encontram e 

fundem-se até a formação de um único agregado que contém todos (ou a maior parte) dos 

animóides verdes. Este é o processo observado nos experimentos biológicos ao qual se refere 

Steinberg no quarto ponto de sua lista5. 

 

2 - Inicialmente os animóides também se juntam formando pequenos agregados. Porém 

nenhum deles é totalmente estável e podem, portanto, perder animóides. Por outro lado, esta 

probabilidade de perder animóides estaria relacionada com o tamanho de cada agregado. 

Agregados pequenos têm uma curvatura de superfície maior e conseqüentemente os animóides 

que estão na sua borda possuem mais vizinhos do outro tecido do que agregados com curvatura de 

superfície menor. Assim sendo, dado um conjunto de agregados, os menores tenderão a 
                                                 
4 Um agregado é definido como um conjunto de dois ou mais animóides verdes em contato. Animóides sem contato 
com nenhum outro do mesmo tipo serão chamados de isolados. 
5 Rever o capítulo 1, seção 1.2. 
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desaparecer enquanto os maiores crescerão através da absorção dos animóides que aqueles 

perderam. Este processo é conhecido como Ostwald ripening6 [114] e é usado para descrever a 

difusão de gases em meios líquidos (que se “condensam” em bolhas). 

 

3 - Os animóides verdes, que estão inicialmente fragmentados, não formam pequenos 

agregados, mas dirigem-se coletivamente em direção a algum ponto dentro da mistura formando 

desde o início um agregado principal que, aos poucos, vai absorvendo todos os animóides verde.  

 

Esta última hipótese, embora possível, não faz o menor sentido dentro deste modelo, pois 

para isso seria preciso haver alguma forma de comunicação de longa distância entre os animóides. 

Em sistemas celulares reais tal processo pode ocorrer, mas para isso deve haver um gradiente 

químico na matriz extracelular onde elas residem (haptotaxia) ou a emissão de um sinal químico 

de alguma fonte (quimiotaxia)7. Para que o modelo pudesse reproduzir tal processo seria preciso 

quebrar a isotropia do espaço ou acrescentar-lhe uma força central atrativa em algum ponto. Mas 

apesar de todos estes argumentos contra esta hipótese, ainda falta provar que ela de fato não 

corresponde ao que está acontecendo. Para demonstrar isso, basta fazer a medida do número total 

de animóides verdes isolados (ni) dentro da mistura (ver nota de rodapé 4): 

 

 

Fig. 5.6: Porcentagem de animóides isolados em função do tempo. 

                                                 
6 “Amadurecimento de Ostwald”, numa tradução literal para o português.  
7 Cabe ressaltar que em todos os experimentos discutidos no capítulo 1, assim como na lista de modelos levantados na 
seção 1.1, este caso especial não estava sendo levado em consideração por pertencer à outra classe de fenômenos. 
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 A Fig. 5.6 demonstra que logo no início das simulações o número de animóides isolados cai 

rapidamente para algo em torno de 1% do tamanho do sistema (64 animóides para o sistema de 

6400) e assim permanece durante todo o resto da simulação. Se a terceira hipótese estivesse certa, 

o número de animóides isolados deveria cair gradualmente ao longo das simulações conforme 

estes fossem aos poucos se aderindo ao agregado principal. Como isto não ocorre esta alternativa 

está definitivamente descartada. 

Sobram então apenas as duas primeiras hipóteses. Porém é complicado pensar em um 

método de diferenciá-las. A Fig. 5.6, por exemplo, pouco ajuda, pois em ambas hipóteses espera-

se que o número de animóides isolados caia no início da simulação devido à agregação espontânea 

dos animóides que começaram de posições próximas. E em ambas também espera-se que o 

número de animóides isolados  permaneça constante depois. Na primeira por eles terem 

absolutamente nenhuma participação no processo posterior de combinação de agregados. E na 

segunda pode se alegar que o fluxo de animóides entre os agregados pequenos (que os perdem) e 

os grandes (que os ganham) permaneceu constante. 

 

 

Fig. 5.7: (a) Número de agregados (nAgr) e (b) tamanho médio dos agregados (<N>Agr) no tempo. 

 

Argumentos semelhantes podem ser ditos tanto sobre a contagem do número de agregados 

no sistema (Fig. 5.7a), que deve diminuir com o tempo, como sobre a medida do tamanho médio 

dos agregados (Fig. 5.7b), que em ambas hipóteses deve aumentar com o tempo. Porém, sobre 

esta última medida, algo a mais pode ser extraído. Nos processos de Ostwald ripening espera-se 

que o raio médio dos agregados cresça com t1/2 ou t1/3, o que implicaria em um crescimento da 

área média dos agregados (aqui medido em termos do número de animóides) proporcional a t ou 
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t2/3. Porém os ajustes lineares feitos nas curvas da Fig. 5.7b (que podem ser vistos na terceira 

coluna da Tab. 5.2) não concordam com esta predição, apresentando ao invés disso um expoente 

de crescimento de aproximadamente 1/3 para os 4 sistemas usados. 

 

Sistema Inclinação (nAgr) Inclinação (<N>Agr) 

800 -0,31355 ± 0,04065 0,34469 ± 0,04061 

1600 -0,31906 ± 0,03838 0,31646 ± 0,03998 

3200 -0,32205 ± 0,02241 0,33466 ± 0,02164 

6400 -0,36434 ± 0,02078 0,33563 ± 0,01844 
 

Tab. 5.2: Valores do ajuste linear das curvas da Fig. 5.7 (nAgr e <N>Agr). 

 

 Essa discrepância nos valores dos expoentes, embora ponha a segunda hipótese em 

descrédito, não chega a descartá-la definitivamente, pois a diferença nos expoentes ainda pode ser 

explicada como uma peculiaridade do modelo ou pela presença de ambos os processos na 

evolução do sistema. Tal impasse pode ser tirado a limpo por um outro critério. Em ambos 

processos, pode-se identificar, após um certo período de tempo, um agregado principal que 

absorve os demais animóides. Segundo a primeira hipótese, isso acontece via fusão de agregados 

menores nele e, de acordo com a segunda, isso acontece pela absorção individual de animóides 

que se desprenderam dos agregados menores. Sendo assim, a evolução do tamanho do agregado 

principal deve ser marcado por descontinuidades no primeiro caso, enquanto que no segundo seu 

crescimento deve ser contínuo. 

 

 

Fig. 5.8: Variação do tamanho do agregado principal com o tempo. 
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 Como se pode ver na Fig. 5.8, para todos os tamanhos de sistema existe a presença de 

descontinuidades no crescimento do tamanho do agregado principal com o tempo. De fato há 

alguns períodos de crescimento contínuo, mas isto pode ser explicado pela absorção de pequenos 

agregados. Porém o que descarta totalmente a segunda hipótese é a presença de fortes quedas no 

tamanho do agregado (seguidas de uma rápida “recuperação”). Na primeira hipótese tal fenômeno 

pode ser explicado por uma fusão incompleta de um agregado menor no principal (Fig. 5.9).  Já de 

acordo com a segunda hipótese isso não poderia acontecer jamais, pois o processo deveria ser de 

crescimento contínuo. 

 

 

Fig. 5.9: Oscilação no tamanho do agregado principal. 

 A ligação indicada entre os dois agregados ainda é muito frágil e pode ser desfeita por alguma 

flutuação do sistema, dando origem a uma oscilação no tamanho do agregado principal. 

 

 Descartada então a segunda hipótese como dominante, chega-se a conclusão de que de 

fato o sistema está se segregando via concentração de pequenos agregados que aos poucos se 

fundem para formar um agregado principal, o que concorda perfeitamente com o quarto ponto da 

lista de Steinberg. 

 

 

5.5 Leis de escala 

 

  A variação do tamanho do sistema feita na seção anterior para analisar a dinâmica de 

segregação também serviu para se estudar como o parâmetro de segregação γ escala com N 

(número total de animóides). Nas simulações apresentadas a seguir, N foi variado de 100 até 3200 
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animóides, sendo que a proporção de animóides verdes e vermelhos, assim como os valores dos 

parâmetros α e β, são os mesmos da seção anterior. O resultado pode ser visto no gráfico abaixo: 

 

 

Fig. 5.10: Variação do parâmetro γ no tempo para vários tamanhos de sistema. 

As linhas horizontais, assim como a diagonal, servem como orientação visual. 

 

 Duas informações podem ser extraídas imediatamente do gráfico acima (Fig. 5.10): 

primeiro, que quanto menor o sistema menor é o tempo de segregação, porém, e esta é a segunda 

informação, quanto menor o sistema também é menor o valor de 1-γ, e, portanto, pior a 

segregação. Como o gráfico está em escala logarítmica nos dois eixos, espera-se que estes dois 

valores, tempo de segregação (t*) e o valor final de segregação (1-γ*), dependam potencialmente de 

N, ou seja: 

 

(5.4)    e , 
υNt ∝* μγ N∝− *1

 

nos quais υ e μ são os expoentes dinâmico e de saturação, respectivamente. Os valores de ambos 

podem ser obtidos a partir de um ajuste linear dos dois gráficos abaixo: 
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Fig. 5.11: Dependência do tempo de segregação (a) e da segregação final (b) com N. 

 

 Com os dois expoentes calculados, a dependência das suas medidas com N fica: 

 

(5.5)   
0,04  1,77* ±+∝ Nt

 

(5.6)   
0,007  –0,324*1 ±∝− Nγ

 

 Além desses dois expoentes, existe um terceiro que é o expoente de crescimento, que diz 

como o parâmetro de ordem (1-γ) cresce até atingir o seu valor de saturação (1-γ*). A sua 

dependência é com o tempo de simulação transcorrido (t) e não com o N, como nos outros dois 

casos anteriores. De fato, pode-se ver pela Fig. 5.10 que ele é o mesmo para todos os tamanhos de 

sistema e sua dependência com t é: 

 

(5.7)  , 
λγ t∝−1

 

tendo λ valor de -0,18 ± 0,002. 

A diferença desta relação para as outras é que, enquanto aquelas podem ser consideradas 

constantes para um dado tamanho de sistema (dado os expoentes e qualquer valor de N, sabe-se 

automaticamente os valores de t* e 1-γ*), esta última não é válida para qualquer t, pois a relação 



 87

deixa de ser válida no momento em que t=t* (e conseqüentemente 1-γ=1-γ*).  Este limite pode ser 

escrito explicitamente como: 

 

(5.8)   
λγ )(1 ** t∝−

 

 Se agora as duas relações de dependências de t* e 1-γ* com N (Eq. 5.4) forem substituídas 

no limite acima, obter-se-á: 

 

(5.9)  , 
λυλυμ NNN =∝ )(

 

o que leva a: 

 

(5.10)  λυμ = , 

 

que é uma lei de escala conhecida como Family-Vicsek [115]. De fato esta lei é obedecida pelo 

modelo, pois ao se multiplicar o expoente de crescimento (λ) com o dinâmico (υ) o resultado será 

de aproximadamente 0,3186, o que está dentro do intervalo de erro da medida feita para o 

expoente de saturação μ=0,324 ± 0,007. 

 

 

5.6 Discussão 

 

Fora esta última seção, que discutiu como as medidas de segregação escalam com o 

aumento do tamanho do sistema, o restante do capítulo, que contém em si a essência deste 

trabalho de mestrado, pode ser resumido logicamente em algumas poucas linhas: 

Definido o parâmetro de ordem de segregação γ, foi demonstrado que o modelo de 

animóides é capaz de reproduzir os resultados teóricos previstos pela hipótese da adesão 

diferenciada através da variação do parâmetro β, independentemente de α. A variação deste por 

sua vez, com β homogêneo, não é capaz de gerar segregação por si próprio. Por outro lado, dado 

um conjunto de β favorável à segregação celular, o acréscimo do parâmetro coletivo α ajuda a 

acelerar a envoltura total de um tecido por outro. 
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O último passo a ser feito agora é explicar porque a presença do parâmetro α ajuda na 

segregação. Como visto na seção 5.4, a dinâmica de segregação de tecidos a partir de um estado 

inicial misturado ocorre via formação e posterior fusão de agregados. Por outro lado foi 

demonstrado no capítulo 4 que o aumento de α aumenta a difusão dos animóides dentro um 

sistema, o que facilitaria a formação dos agregados no começo das simulações e já serviria como 

uma possível explicação do fenômeno. Mas, mais importante que isto, o aumento de α induz o 

surgimento dos chamados pulsos, rápidos movimentos coletivos localizados em pequenas regiões 

de um agregado. Ora, uma vez formados os agregados, o parâmetro α passa a fazer com que eles 

tenham estes pulsos de movimento, o que acaba ajudando-os a difundir como um todo dentro da 

mistura e conseqüentemente a se fundirem mais rapidamente em agregados maiores. 

Portanto pode-se dizer que o parâmetro α atua em dois momentos distintos da segregação: 

primeiro na fase inicial, ajudando os animóides a se difundirem mais rapidamente e formar os 

agregados, e depois na fase de fusão de agregados, ajudando-os a se deslocarem dentro da 

mistura. Porém, se α for muito grande, estes mesmos pulsos que ajudam na fusão dos agregados 

podem se tornar muito fortes, quebrando os agregados já formados. Isso explicaria o porquê de, 

apesar de ajudar na velocidade de segregação, o parâmetro também diminuir o valor final de 

segregação γ (Fig. 5.5). 

 

 



 

 

 

Conclusão e perspectivas 
 

 

O trabalho desenvolvido aqui insere-se dentro um quadro mais geral de pesquisas que 

remontam desde pelo menos o começo do século XX, quando Wilson observou pela primeira vez a 

segregação de tecidos a partir de uma mistura artificial de células [9]. Desde então se sucederam 

uma série de experimentos e hipóteses em busca de uma maior compreensão e explicação desse 

fenômeno.  

Entre os experimentos destacam-se: o de Holtfreter [15], que em 1944 constatou que 

segregação acontece via difusão de células ao invés de re-diferenciação; o de Steinberg em 1970 

[32], no qual foi observada a relação hierárquica entre as envolturas de tecidos diferentes; o de 

Foty et al. em 1996 [33], que associa estas hierarquias à tensão superficial dos tecidos; além dos 

experimentos de Takeichi et al. [64] [65] [70] que identificaram a principal proteína responsável 

pela adesão celular. 

Entre as hipóteses destacam-se: a da adesão diferenciada, proposta por Steinberg em 1963 

[24]; da adesão específica, proposta por vários autores [16-22]; da adesão temporal, proposta por 

Curtis et al. em 1961 [25]; da contração superficial, proposta por Harris em 1976 [26]; e a da 

velocidade diferenciada, porposta por Jones et al. em 1989 [28]. 

Para simular os experimentos listados acima, assim como testar as hipóteses que se 

seguiram para explicá-los, foram desenvolvidos alguns modelos matemáticos (a maioria baseada 

na hipótese da adesão diferenciada), dos quais se destacam: o modelo de Potts celular, 

desenvolvido por Graner e Glazer em 1992 [85]; e o baseado na repartição espacial de Voronoi, 

desenvolvido por D. Sulsky em 1984 [92], que conseguiram reproduzir satisfatoriamente os 

resultados dos experimentos. 

É nesse contexto que entra o modelo de animóides apresentado aqui neste trabalho. 

Embora os dois modelos citados acima, inspirados na hipótese da adesão diferenciada, consigam 

reproduzir os resultados dos experimentos, eles não são versáteis o suficiente ao ponto de 

poderem testar todas as hipóteses levantadas pelos biólogos. O modelo de animóides, entretanto, 

é capaz de simular a maioria dos modelos levantados anteriormente, além de incluir em sua 

dinâmica o movimento coletivo das células durante os processos de segregação. Este trabalho foi 
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desenvolvido com base nessas vantagens que o modelo de animóides apresenta em relação aos 

demais, assim como nas possíveis contribuições que ele ainda pode dar aos estudos sobre o 

fenômeno de segregação. 

Justificado o uso do novo modelo, a primeira providência tomada foi adaptá-lo para uma 

melhor descrição das células. Como os modelos de animóides originais [105-107] visam a 

simulação de animais macroscópicos, a força de interação entre os animóides (cuja intensidade é 

dada pelo parâmetro β) não precisava ser algo realmente físico, pois parte dela estava associada ao 

campo de visão do animal e a resposta “psicológica” deles em relação às distâncias que se 

encontravam dos vizinhos. Já no caso das células essa força reflete algo mais físico, como a 

compressibilidade do citoesqueleto das células. Portanto a sua forma teve que ser mudada em 

relação à original (Fig. 2.14). Além disso, no novo modelo não há mais um erro de leitura 

associado às posições e velocidades dos vizinhos, logo o ruído deixou de ser proporcional ao 

número de vizinhos do animóide (Eq. 2.5) e passou a ser fixo, estado assim associado à 

mobilidade das células (Eq. 2.8).  

Devido às alterações feitas, se fez necessário uma nova elaboração do diagrama de fases do 

modelo (Cap. 3). Utilizando os mesmos 3 parâmetros de ordem do modelo original de Vicsek-

Grégoire (Eqs. 3.1, 3.2 e 3.3) foram encontrados 4 fases distintas (Fig. 3.10): gasosa, líquida, sólida 

e de movimento coletivo. Perto da transição entre as fases líquida e sólida com a gasosa foi 

encontrado um fenômeno digno de nota. O aumento do termo de movimento coletivo α faz surgir 

“pulsos” dentro do agregado, que são ocorrências de movimentos coletivos em regiões localizadas 

de curta duração temporal (Fig. 3.8). Estes pulsos também são os responsáveis pelo intervalo 

gasoso que separa a fase movente das líquida e sólida no diagrama de fases. 

Em seguida foi conduzido um estudo sobre a difusão dos animóides dentro dos agregados 

(Cap. 4). Nele foram considerados não só casos homogêneos, nos quais o animóide difusivo possui 

os mesmos parâmetros dos demais, como também casos heterogêneos, quando os parâmetros α e 

β são diferentes do resto dos animóides. Para os casos homogêneos, a difusão dos animóides é 

normal para as 3 fases coesas do modelo (líquida, sólida e movente). Cabe salientar que na fase 

sólida foi encontrado um tempo de confinamento dos animóides que aumenta com o valor de β 

(Tab. 4.1) e que na fase movente a constante de difusão é menor. Nos casos heterogêneos 

observou-se a influência da fase do agregado no comportamento do animóide. Quando o agregado 

está na fase sólida e o animóide difusivo na líquida, este apresenta um pequeno tempo de 

confinamento devido à estrutura hexagonal do agregado (Fig. 4.4b). No caso inverso, o animóide 

na fase sólida acaba se comportando como um líquido quando dentro de um agregado na fase 

líquida (Fig. 4.4a). E finalmente, quando o agregado está na fase movente e o animóide difusivo 
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não, este não consegue acompanhar o deslocamento daquele, resultando em uma superdifusão 

aparente do animóide (Fig. 4.9). 

Após essas explorações inicias, o modelo foi finalmente utilizado para simular os 

fenômenos de segregação celular descritos no primeiro capítulo. Para isso criou-se um sistema 

com duas populações de animóides com diferentes valores de α e β. Descobriu-se então que, para 

α homogêneo, a variação do parâmetro β conduziu o sistema aos resultados previstos pela 

hipótese da adesão diferenciadas (Fig. 5.2). Já no caso inverso, em que β  foi o mesmo para os dois 

tecidos e α foi variado, não se observou nenhum efeito de segregação (Fig. 5.4). Porém, dado um 

conjunto de valores de β favoráveis à envoltura total de um tecido sobre outro, a adição de um 

valor de α moderado levou o sistema a atingir o padrão final mais rapidamente (Fig. 5.5). Isso 

ocorre porque, sendo a dinâmica de segregação via formação e posterior fusão de agregados, o 

aumento de α induz o aparecimento de pulsos. Estes por sua vez aumentam o deslocamento dos 

agregados dentro da mistura, facilitando assim a fusão entre eles. Entretanto, pela mesma razão 

que o aumento de α leva o sistema à fase gasosa (Fig. 3.10), um valor muito elevado desse 

parâmetro também diminui a qualidade da segregação (Fig. 5.5), que é medido pelo parâmetro de 

ordem γ, definido no começo do capítulo 5 (Eq. 5.1). Os valores finais desse parâmetro de 

segregação, assim como o tempo de segregação do sistema, variam com o número total de 

animóides do sistema de acordo com uma lei de escala bastante conhecida, batizada de Family-

Vicsek em homenagem aos seus formuladores [115]. 

O modelo de animóides se mostrou não só capaz de reproduzir corretamente as previsões 

da hipótese da adesão diferenciada, que é uma das mais aceitas entre os biólogos, como também 

mostrou a influência que o movimento coletivo das células podem ter na dinâmica desses 

processos. Esses resultados positivos, além de encorajarem o uso do modelo para testar as demais 

hipóteses sobre a segregação celular, também sugerem a sua aplicação a outros fenômenos 

biológicos, desde aqueles nos quais existe a presença explícita de movimentos coletivos, tais como 

os estágios iniciais do Dictyostelium Discoideum1, assim como aqueles em que não se conheça 

exatamente o papel que esses movimentos desempenham, como foi parte do foco dessa 

dissertação. 
 Além do teste de teorias gerais sobre o comportamento de células, existe um segundo tipo 

de abordagem que pode ser feita com tais modelos matemáticos que é a de estabelecer algum tipo 

de correspondência direta entre os parâmetros do modelo e as medidas obtidas em experimentos 

                                                 
1Trata-se de um ser vivo que está no limite evolutivo entre os organismos unicelulares e pluricelulares. Quando o 
ambiente onde se encontram está escasso de alimentos, as células, que outrora estavam separadas, juntam-se formando 
um ser pluricelular. 
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biológicos. Um modelo que conseguisse fazer isso com sucesso seria de grande utilidade prática, 

pois poderia ser usado para prever o comportamento de células em situações de difícil reprodução 

e/ou medição em laboratório.  

Uma das medidas mais comuns em experimentos biológicos, principalmente no que se 

refere ao fenômeno da segregação celular, é a da tensão superficial de tecidos [30] [33] [116]. Para 

esses casos, os modelos de Potts Celular [85] e do Surface Evolver [96] oferecem uma 

correspondência quase direta a essas medidas já que suas células, além de possuírem uma forma 

bem definida, contam com um termo de conservação de volume (ou de área, em duas dimensões). 

Uma correspondência similar entre estas medidas experimentais e os dados do modelo de 

animóides seria mais limitada, já que apesar de os animóides possuírem um termo de conservação 

de área, seus perímetros não estão bem definidos. Portanto, enquanto nos dois modelos 

supracitados há como se fazer medidas de tensão superficial não só em tecidos, como também em 

células individuais, no modelo de animóides tal medida talvez só seja possível em agregados que 

se encontram na fase sólida. Dificuldades similares também se encontram nos modelos de grafos 

[88] e de Voronoi [92], enquanto que nos modelos de esferas [89] e de Goel [78-82] tal medida 

constitui uma impossibilidade total. 

 Por outro lado, no que se refere à difusão de células dentro de tecidos, o modelo de 

animóides apresenta vantagens sobre os demais, já que nele o movimento das células está bem 

definido. Desse modo uma exploração mais detalhada do movimento dos animóides comparada a 

medidas experimentais pode ser feita nos mesmos moldes que Mombach et al. fizeram em 1995 

para o modelo de Potts Celular [117]. Uma vez estabelecida esta correspondência entre a dinâmica 

dos animóides e a das células reais de um certo tecido, o modelo pode então ser usado para 

simular e dar novas informações sobre outros fenômenos envolvendo deslocamentos (coerentes 

ou não) de células, tais como os observados nos experimentos de Rieu et al. com células de Hidra 

[75] [76]. 

 Uma terceira perspectiva para o modelo de animóides, além do teste das hipóteses de 

segregação celular e da possível correspondência entre seus parâmetros e as medidas 

experimentais, seria uma generalização ainda maior do modelo na qual cada célula fosse 

representada não por um animóide, mas por um conjunto deles2. A partir daí se abrem duas 

possibilidades para e exploração do modelo. Na primeira cada célula seria composta por um 

número fixo de animóides. Nesse caso o modelo poderia servir não só para simular medidas de 

                                                 
2 Uma generalização semelhante foi feita em 1993 por Agarwal [84]. Em sua tese de doutorado ele generalizou o 
modelo de Goel [78-82] modelando as células como um conjunto de sítios cujos componentes seguem a mesma 
dinâmica do modelo original. 
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tensão superficial, como também para o estudo de configurações espaciais de espumas sem 

coarsening3 [118].  

 A outra possibilidade diz respeito ao caso onde as células não têm um número de 

animóides fixo. Isso pode ocorrer por dois processos diferentes: (1) pela criação e morte de 

animóides de uma certa célula ou (2) pela troca de animóides entre duas células vizinhas. O 

primeiro processo é mais simples de ser implementado e poderia ser usado para a simulação de 

crescimento de tumores ou tecidos. Já no segundo processo precisar-se-ia estabelecer o 

mecanismo de troca de vizinhos. Uma alternativa muito interessante seria usar o mesmo critério 

termodinâmico dos modelos de Potts (Eq. 2.1), nesse caso o modelo de animóides se 

transformaria em um modelo de Potts Celular definido no espaço contínuo (off lattice). Com as 

duas dinâmicas sobrepostas tal modelo combinaria os pontos mais fortes de ambos, que é a 

possibilidade de simular processos com movimento coletivo ao mesmo tempo em que as células 

possuem uma forma e uma tensão superficial bem definida. Tal tipo de modelo também poderia 

ser usado para a simulação de coarsening em espumas. 

 Porém, tal tipo de generalização enfrentaria dois problemas. Do lado teórico, a combinação 

de dois processos diferentes (o movimento individual de cada animóide e a troca deles entre as 

células) seria muito arbitrária, pois haveria não só duas escalas temporais como dois parâmetros 

de ruído estocásticos. Já do lado prático, o uso de tal modelo seria computacionalmente muito 

custoso quando comparado aos modelos originais de animóides e de Potts Celular de ponto fixo. 

Portanto, embora tal proposta se mostre bastante promissora, não terá preferência nos meus 

trabalhos futuros. 

   

 

                                                 
3 Coarsening: Fenômeno no qual as bolhas que formam uma espuma trocam de massa/tamanho devido à difusão de 
gás por suas paredes. 



 

 

 

Apêndice A 
 

Escalabilidade 
 

 

No capítulo 5, foi anunciada a necessidade de se estabelecer algum critério numérico para 

distinguir as configurações finais de envoltura total da separação de tecidos. Teoricamente, 

segundo a hipótese da adesão diferenciada, tal critério está bem definido e corresponde às 

relações dadas nas Eqs. 1.2 e 1.3. Porém na prática, é necessário associar a tal limite algum valor 

numérico do parâmetro de ordem γ, definido pela Eq. 5.1. Tal valor corresponde ao γ  medido em 

uma situação na qual há a perfeita envoltura de um tecido pelo outro (Fig. A.1). Qualquer valor de 

γ medido acima desse limite corresponderia então a uma situação na qual os dois tecidos 

começam a se separar.  

O que se fará aqui é calcular analiticamente esse limite em função do número total de 

animóides N e da fração F entre o número de animóides verdes (Green) nG e o número de 

animóides vermelhos (Red) nR , que na configuração final ideal envolve o primeiro. 

 

 

Fig. A.1: Estrutura alvo. 
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 Note que na estrutura alvo, os animóides verdes que estão na borda de contato com os 

animóides vermelhos tem 4 vizinhos iguais e 2 diferentes (Fig. A.2), o que resulta em um valor do 

parâmetro de ordem local igual a γ=1/3, o mesmo ocorrendo para os animóides vermelhos nesta 

borda. Porém isto não ocorre para os animóides vermelhos na borda externa, pois estes, embora 

também tenham somente 4 vizinhos iguais, não possuem vizinhos diferentes (estão em contato  

“direto” com o meio), logo eles possuem um valor de γ=1 assim como os demais animóides que 

não estão em contato com a borda interna. Então há 4 regiões diferentes para se fazer os cálculos, 

a região interna verde, a borda verde em contato com a vermelha, a borda vermelha em contato 

com a verde (que não é necessariamente igual em comprimento à primeira borda) e a região 

externa vermelha.  

 

 

Fig. A.2: Os animóides da borda têm 4 vizinhos iguais e 2 

diferentes e possuem γ igual a (4-2)/6=1/3. 

 

 Portanto para se calcular os parâmetros de ordem do tecido verde (γG) e vermelho (γR) 

deve-se descobrir primeiro quantos animóides de cada tecido estão na borda (Nb) e a partir daí 

deduzir quantos estão localizados internamente nos tecidos (Nin). Após isso basta multiplicar 

essas quantidades pelos seus valores de γ (1/3 e 1 respectivamente), somá-las e, por fim 

normaliza-las pelo número total de animóides do tipo em questão (nR ou nG). 
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=γ , parâmetro de ordem para o tecido verde (vermelho) 

 

 Durante a simulação isso é feito automaticamente pelo programa, mas o que se quer aqui é 

descobrir qual seria o valor ideal de γ para qualquer número de animóides verdes e vermelhos em 
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qualquer proporção. Para isto há 3 cálculos teóricos possíveis, cada um fazendo uma aproximação 

diferente por uma linha diferente.  

 

 

A.1 Primeira aproximação 
 

 Nesta primeira aproximação o procedimento é calcular a área ocupada por cada uma das 4 

regiões e dividí-las pela área individual de cada animóide de modo a obter quantos animóides há 

em cada lugar.  

 

 Animóides verdes: Para calcular a área interna do tecido verde (Ain,G) é necessário 

primeiro saber o raio interno dessa área. Isso é dado pela diferença entre o raio total do tecido 

verde (RG) e a espessura da camada externa de animóides que estão em contato com o outro tecido 

(2r): 

  

   ( )2
, 2rRA GGin −= π

 

 Por outro lado a área total dos animóides verdes (AG) pode ser reescrita em termos do 

número de animóides verdes nG vezes a área individual de cada um (Aa): 

 

     ⇒     22 .)( rnAnRA GaGGG ππ === GG nrR =  

 

O que leva a: 

 

  ( )2, 2rnrA GGin −= π  

 

que dividido pela área de cada animóide verde, , dá o número de animóides na região interna 

do agregado: 

2rπ

 

  ( )2, 2−= GGin nN  
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O cálculo do número de animóides vermelhos na borda é mais simples, bastando subtrair 

do número de animóides vermelhos totais o último valor: 

 

      ⇒     GinGGb NnN ,, −= ( )2, 2−−= GGGb nnN  

 

 O que resta fazer agora é somar os dois valores (multiplicados por seus devidos pesos) e 

dividir tudo pelo número de animóides verdes para achar o valor de γ deste tecido: 
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 Fazendo agora a substituição de variáveis RG nnF =  e GR nnN +=  obtém-se: 
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 Animóides vermelhos: Os procedimentos aqui seguem a mesma lógica anterior. Para 

se descobrir o número de animóides vermelhos na borda primeiro calcula-se a área de um círculo 

cujo raio é RG (o raio total do tecido verde) mais o diâmetro de um animóide individual (2r). Após 

isso basta subtrair a área dos animóides verdes (ver a Fig. A.1 como referência visual): 

 

  ( ) ( ) 222
, 22 rnrnrArRA GGGGRb ⋅−+=−+= πππ  

 

 Dividindo pela área de cada animóide individual obtêm-se o número de animóides 

vermelhos em contato com o tecido verde: 

 

  ( ) GGRb nnN −+=
2

, 2  
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 O cálculo do número de animóides externos é a simples subtração do número total de 

animóides vermelhos pelo número de animóides vermelhos da borda: 

 

( ) GGRGbRRin nnnNnN ++−=−=
2

,, 2   ⇒   ( )2, 2+−= GRin nNN  

 

 Somando os termos com seus respectivos pesos e dividindo pelo número de animóides 

vermelhos obtêm-se o valor do parâmetro de ordem do tecido vermelho: 
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 Fazendo a troca de variáveis: 
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A.2 Segunda aproximação 

 

 O procedimento aqui é parecido com o primeiro, com a diferença de que para as regiões de 

borda o cálculo do número de animóides está baseado não na área, mas no perímetro ocupado. 

 

 Animóides verdes: Como dito acima o número de animóides internos Nin,G permanece 

igual. A diferença é para o número de animóides da borda, que é calculado a partir do perímetro 

da área formada pelo raio do tecido verde, descontado o raio do animóide que ocupa a última 

camada. Dividindo-se esse perímetro pelo diâmetro 2r de cada animóide obtêm-se o número de 

animóides na borda de contato: 

 

  ( ) ( )rnr
r

rR
r

N GGGb −=−= ππ 2
2
12

2
1

,   ⇒ ( )1, −= GGb nN π  
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 Somando os termos e normalizando: 

 

  ( ) ( ) =⎥⎦
⎤

⎢⎣
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⎤
⎢⎣
⎡ += 1

3
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G nn
n
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n
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        ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+−+=

3
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G
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 Substituindo as variáveis: 

 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

+
+=

3
4111 πγ

NF
F

NF
F

G  

 

 

 Animóides vermelhos: O número de animóides vermelhos externos é igual ao do 

primeiro cálculo (Nin,R), enquanto o número de animóides na borda segue o mesmo procedimento 

via perímetro feito anteriormente: 

 

  ( ) ( )rnr
r

rR
r

N GGRb +=+= ππ 2
2
12

2
1

,   ⇒ ( )1, += GRb nN π  

 

 Somando e normalizando pelo número total de animóides vermelhos: 

 

  ( ) ( ) =⎥⎦
⎤
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 Por fim, substituindo as variáveis temos: 

 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟⎟
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⎞
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F
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N

F
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A.3 Terceira aproximação 

 

 Neste último o cálculo é feito a partir da suposição de que os animóides se organizam de 

forma hexagonal e não circular.  

 

 Animóides verdes: Para calcular o número de animóides verdes internos subtraí-se do 

número total de animóides deste tecido o número de animóides que estão na borda (perímetro) 

hexagonal do agregado, que é dado por: 

 

   ( )16, −= GGb CN

 

sendo que CG é o número de camadas da estrutura hexagonal (contadas a partir do animóide 

central). Por outro lado, o número de animóides para um hexágono de C camadas é dado por: 

 

   133 2 +−= RRn
 

 Assim se deduz que o número de camadas CG é: 

 

  ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+= GG nC 1

3
411

2
1

 

 

 Já o número de animóides internos é dado pela simples subtração do número total de 

animóides verdes: 

 

  66,, +−=−= GGGbGGin CnNnN  

 

 Em relação ao número de animóides internos não há nenhuma problema, pois todos eles 

possuem a mesma proporção de vizinhos iguais e diferentes (no caso todos os vizinhos são do 

mesmo tipo). Porém isso já não é verdade para os animóides da borda, pois os 6 que estão nos 

vértices têm mais vizinhos diferentes (e menos iguais) do que os outros, logo suas contribuições ao 

parâmetro de ordem γ  não podem ser iguais a 1/3. Como eles têm o mesmo número de vizinhos 

iguais e diferentes suas contribuições são nulas. Assim sendo, esses animóides que estão no 
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vértice da estrutura hexagonal podem ser ignorados, o que leva a um número efetivo de animóides 

verdes na borda de: 

 

  1266,
*
, −=−= GGbGb CNN  

 

 Juntando tudo agora com os seus respectivos pesos e normalizando: 

 

  ( ) [ ]241126
3
1661

3
11 *

,, +−=⎥⎦
⎤
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3
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21

−
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−
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 Trocando as variáveis: 

 

  
NF

F
NF

F
R

+
−

+
−=

14
3
121γ  

 

 

 Animóides vermelhos: De maneira semelhante ao último cálculo, o número de 

animóides vermelhos na borda será calculado com base no número de camadas da estrutura 

hexagonal do tecido verde mais 1:  

 

   ( ) GGRb CCN 6116, =−+=

 

E assim como no caso anterior, os 6 animóides localizados no vértice têm uma 

contribuição para γ diferente de 1/3. Como o número de vizinhos iguais é 5 e o número de vizinhos 

diferentes é 1, suas contribuições para o parâmetro de ordem é de 2/3. Como seus valores de γ são 

o dobro dos demais, o número efetivo de animóides vermelhos na borda pode ser pensado como: 

 

  ( )16666,
*
, +=+=+= RRRbRb CCNN  
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 O número de animóides que não estão na borda é dado pelo número total de animóides 

vermelhos menos a sua quantidade presente na borda (a contagem normal e não a efetiva). 

 

  GRRbRRin CnNnN 6,, −=−=  

 

 Mais uma vez deve somar-se as duas contribuições com os seus respectivos pesos e 

normaliza-los pelo número de animóides vermelhos para se obter o valor de γ: 

 

  ( ) [ ]GR
R
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R
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n
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n
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3
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 Fazendo a substituição das variáveis: 

 

  
21
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A.4 Aplicação numérica 
 

 Para os casos explorados no capítulo 5, em que F=1/3 e N=2.400 animóides, as 3 

aproximações dão, respectivamente, os seguintes resultados: 

 

 1a : γG=0,895578    γR=0,962230 

 

 2a :  γG=0,884372    γR=0,958177 

 

 3a :  γG=0,905739    γR=0,952877 
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